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AVANT-PROPOS. 


A l’époque où je rédigeais mon Traité de Topographie, 
d Arpentage et de ^wellement , j’avais déjà senti la nécessité 
de donner plus de développement à quelques articles du 
second Livre de cet Ouvrage, qui est uniquement relatif 
à la projection des Cartes. Les circonstances dans lesquelles 
je me trouve maintenant , me faisant un devoir de m’occu- 
per exclusivement de la (Géodésie, dont l’enseignement 
à l’école d’Application des Ingénieurs-Géographes m’a été 
confié, j’ai pensé que je ferais une chose utile en traitant plus 
amplement diverses parties de cette science , et notamment 
la théorie relative à la projection que le Dépôt général 
de la Guerre a adoptée pour la réunion des levés topogra- 
phiques. Cette projection connue sous le nom de projection 
modifiée de Flamstéed ou de projection conique altérée , a 
obtenu dans cet établissement la préférence sur toutes les 
autres , sans doute , pareeque les longueurs dans le sens des 
parallèles et les aires quelconques y étant respectivement 
les mêmes que sur le globe terrestre, supposé même un 
ellipsoïde de révolution aplati vers les pôles , on peut , avec 
beaucoup de facilité et d’exactitude , estimer les distances 
itinéraires , et évaluer les surfaces sur toute Carte construite 
d’après celte projection ; avantage très-précieux pour le 
Militaire et l’Administrateur. J’aurais pu , il est vrai , sous 
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le rapport de la théorie , me dispenser de donner dans ce 
Supplément, la plupart des développemens en séries de 
plusieurs lignes du sphéroïde, vu qu'elles font le sujet du 
chapitre XI du livre ili de ma Géodésie ; mais comme la 
méthode que j’emploie ici est plus analogue à celle qui 
se pratique ordinairement en Astronomie, et qu’elle procure 
d’ailleurs des séries susceptibles d’être prolongées indébni- 
ment , parceque leurs termes se forment suivant une loi 
manifeste , j’ai cru devoir reprendre cette matière et la 
présenter avec toute la simplicité et l’élégance dont elle est 
susceptible ; enfin je me suis surtout appliqué à ne laisser 
rien i desirer concernant les procédés graphiques relatifs 4 
la coostructiou des Cartes terrestres et marines. 


SUPPLÉMENT 

AU DEUXIÈME LIVRE 

DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. 


THÉORIE 

DES PROJECTIONS DES CARTES. 


CHAPITRE PREMIER. 

Tracé de la projection modifiée de Flamstéed. 

I. LoRSQUt le* Géomètre* *e proposèrent de rsprétenter (ar tia 
plan la surface du globe terrestre , ils imaginèrent différen* système* 
de projection , toit pour altérer le moins possible la con6guralion 
des objets , soit pour mieux approprier les cartes aux usages auxquels 
elles étaient destinées: de là les projections perspectives les projec'^ 
fions par développemens. Les premières n’ont guère été mises en pra- 
tique que pour représenter un hémisphère entier , et ce sont encore les 
seules qu’on emploie aujourd’hui pour construire les mappemondes , 
quoiqu’il soit possible d’adopter à cet égard un mode de projection 
plus simple que celui qui dérive des lois de la perspective. Quant aux 
carte* chorographiques ou particulières, elles se construisent par dé- 
veloppement , et selon qu’il s’agit , par exemple , d’y rendre les aires 
équivalentes à celles du globe quelle* représentent , ou bien d'y 
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établir les méridiens parallèles entre eux, et d'y conserver loutcfois 
les rapports entre les parties des méridiens et celles des parallèles, 
on fait usage de la projection de Flamstécd ou des caries réduites. 
Dans la projection de cet Astronome , le méridien du milieu de 
la carte et tous les parallèles sont représentés par des lignes droites. 
Ces parallèles , perpendiculaires au méridien dont il s'agit , sont 
équidislans, parceqne dans la sphère les arcs de méridien ayant 
même amplitude sont égaux, et leurs grades décroissent aussi pro* 
portionncllcment aux cosinus des latitudes. Mais pour diminuer de 
beaucoup l'obliquité que prennent, vers les limites de la carte, tous 
les autres méridiens à l'égard des parallèles , on a pris le parti de 
figurer ces dernières lignes par des cercles concentriques , et de 
Élire dépendre leur courbure de celle du parallèle moyen , c’est-à- 
dire de celui qui passe à peu près par le milieu de la carte , dont le 
centre est sur le méridien rectiligne, et qui a pour rayon la cotan- 
gente de sa latitude : telle est la modification faite à la projection de 
Flamstéed. C’est ainsi que la plupart des cartes particulières, et 
notamment celles des quatre parties du monde, ont été construites 
par Bonne et Delisle. 

S'il était seulement question de faire connaître, sur ces caries par- 
ticulières , les positions géographiques des principaux lieux des 
Empires , il sufTirait sans doute do considérer la terre comme sphé- 
rique; mais lorsque de telles cartes construites sur une grande 
échelle , sont destinées à représenter des détails topographiques 
levés avec précision et suivant le système de projection orthogo- 
nale, on doit nécessairement avoir égard à l’aplatissement de notre 
globe , supposé un ellipsoïde de révolution , si l'on veut éviter les 
erreurs qui résulteraient de l’autre hypothèse. 

J'ai déjà indiqué le moyen d’atteindre ce but dans la projection 
modifiée de Flamstéed, qui est maintenant la seule en usage au Depbt 
général de la Guerre pour le réunion des levés ; mais je me propose 
de donner , dans ce Supplément au livre H de ma Topographie , 
une théorie complette à ce sujet, cl d’exposer en outre , avec tous 
les détails convenables , les procédés graphiques qui y sont relatifs; 
c’est pourquoi j’ai jugé convenable de rappeler d’abord quelques 
|>rincipes qui servent de fondement à cette théorie. 
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'Construction des parallèles par un mouvement continu. 

a. Si nous sdmettens qu’on puisse tracer les. parallèles par un 
nouveinent continu , c’est-à-dire à l’aide d'un compas , c’est supposer 
que le centre de ces courbes circulaires est situé sur la carte , ou 
du moins qu’il en est à peu de distance , et que parconséquent 
l’échelle de cette carte est très-petite. Dans cette hypothèse, soit A 
le centre du développement j 'CX le méridien principal développé 
en ligne droite; la perpendiculaire à ce méridien , menée par 
le point A dont la latitude est supposée X. Si à partir de ce point 
l’on prend sur CX la disUnce AC égale à la tangente du méridien 
eUiptique , menée par le point dont la latitude est X et terminée au 
petitaxe,le point Csera le centre qpmmun des parallèles. Ensuite, si 
«or cette même ligne CX on porte vers X et vers C des distances 
respectivement égales aux arcs d’un grade de latitude sur le sphé- 
roïde de révolution, les latitudes des points de division a, a, A i, h, 
seront évidemment X-l* 3, X-}-i, X,X — i , X — a ; donc les arcs 
a,m, , AM , bji, bji, décrits respectivement des rayons 
Ca„ Ca,, CA , Cb,, Cb. seront les projections des parallèles, et 
mAM sera celle du parallèle moyen. • 

Maintenant , prenant sur chaque parallèle , des Intervalles égauk 
entre eux et à ceux d’un grade du parallèle correspondant sur le 
globe terrestre , tous les nouveaux points de division , tels que 
m, m, M n, n, auront sur la carte même longitude , et la courbe qui 
passera par tous ces points représentera un méridien dont la lon- 
gitude sera d’un grade par rapport au méridien principal CX. 
Pareillement la courbe h, h, h k, k, sera un méridien ayant a grades 
pour longitude , et ainsi de suite. 

On reconnaît aisément, par cette construction , que les parties du 
méridien rectiligne et celles des parallèles ont entre elles les memes 
rapports que sur le sphéroïde : ainsi les distances prises sur ces 
lignes ne sont nullement altérées , mais les longueurs prises sur 
tout autre méridien ou suivant des directions düTérentes de celles 
des parallèles à l’équateur , sont d’autant moins exactes, qu'elles se 
trouvent être plus éloignées des axes des coordonnées , Al'. 


8 . SUPPLÉMENT AU IP LIVRE ' 

On voit en outre que, par Unième raison, le* angle* de* qiiadriU- 
tère* h, h P p, forroe's par deux méridiens et deux parallèles , 
diflêrent de plus en plus de l'angle droit ; mais ces déUuts ne com- 
mencent à être bien sensibles que loin du centre du développement; 
et il y a cela de remarquable , que les aires des quadrilatères sont 
rigoureusement proportionnelles à leurs projections, comme je l'ai 
déjà dit /'et comme je le prouverai par U suite. 

Çoniimelion par points , des méridiens et des parallèles. 

3. Vu la dilTiculté et souvent même l’impossibilité de tracer des 
arcs de cercle d'un très-grand rayon , l’on a pris le parti de cons- 
truire ces courbes par points , en les rapportant, pour plus de 
précision et de facilité, à des coordonnées rectangles. Snr les cartes 
gravées au Dépôt général de la Guerre , ou construites à l’échelle 
Tôîrâ ) O» y remarque les méridiens et les parallèles tracés 
de décigrades en décigrades ; ces lignes ont une courbe si peu 
sensible , que Iss quadrilatères qu’elles forment peuvent être con- 
sidérés comme rectilignes. Ainsi, pour construire le canevas d’une 
carte , il ne s'agit que de connaître les coordonnées rectangles des 
sommets des angles de ces quadrilatères ; sauf ensuite , si le cas 
l'exige, à trarer les courbes des méridiens et des parallèles à l'aide 
d’une règle élastique dont l'usage est très-facile. 

Mais le choix de l’origine des coordonnées n’est pas indifférent.' 
En effet, la grande étendue de pays à Ggurer exige souvent que la 
carte soit composée de plusieurs feuilles : or pour leur donner des 
dimensions agréables à la vue , les rendre faciles à consulter , et 
les assujétir toutes au même format , on est convenu que chacune 
aurait huit décimètres de longueur sur cinq décimètres de hauteur.' 
Ainsi en prenant d’abord pour origine des coordonnées le centre 
commun des parallèles , et pour axe des abscisses le méridien 
moyen de la carte , qui la traverse en son milieu , il est évident que 
cette origine est située hors de cette carte , et que souvent aussi le 
méridien principal est hors de la feuille à construire ; il y a donc 
un peu plus d’avantage à prendre pour origine le centre du déve- 
loppement, c’est-à-dire le point du méridien rectiligne par lequel 

passQ 
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passe le parallèle moyen. Cependant toutes les fois que les coordon- 
nées des angles des quadrilatères excèdent les dimensions d’une 
feuille , il sera commode de transporter en outre l’origine à l'un 
des angles de la feuille sur laquelle on opère , et de pi cndrc pour 
nouveaux axes des coordonnées les lignes mêmes du cadre, qui 
doivent être constamment parallèles aux coordonnées primitives. 


Afin de suivre une marche uniforme dans l’exécution des tra- 
vaux confies à un grand nombre d'Ingénieurs-GéograpIies , et de 
pouvoir assembler toutes les cartes particulières de ce vaste Empire, 
le Dépôt général de la Guerre a posé en principe que la courbure 
des parallèles serait réglée d'après celle que prend le 5o'”“ dont le 
centre est situé sur le méridien rectiligne de Paris, pris pour axe 
principal des abscisses ; pareeque c’est non-seulement à la latitude 
de ce parallèle moyen que le grade du méridien vaut loonoo*"', 
mais encore c’est pareeque, relativement à la France , les distances 
respectives des lieux sont h fort peu près les mêmes que sur la sphé- 
roïde terrestre. De là , la possibilité de rapporter immédiatement les 
opérations de détail faites suivant le système de projection orthogonale, 
sur les feuilles mêmes construites à grande échelle d'après le système, 
de projection du Dépôt général de la Guerre , et destinées à couvrir 
les planchettes employées sur le terrain. De là, encore, la possibilité de 
former des cartes chorographiqnes parla simple réduction des levés, 
à l’échelle convenue; puisque l’on conserve absolument la même 
projection , et que l’on éludé les difficultés et les erreurs qui naissent 
nécessairement par le passage d’une espèce de projection à une 
autre espèce. 


Mode de division (Tune carte en feuilles S assemblage. 

4 . n résulte de ce qui précède que l'axe des ordonnées estla(''t > 
droite tangente au parallèle moyen et menée par le centre du déve- 
loppement : ainsi l'axe des abscisses et celui-ci divisent la carte en. 
quatre régions. 

Maintenant si sur l’axe des abscisses et à partir de l’origine A , l’on 
porte vers le nord ouïe haut delà carte , et vers le sud, des distances 

a 
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de 5 décimètres ; puis sur l'axe des ordonnées, et à partir du même 
point , tant vers l'est que vers l’ouest , des distances de 8 décimètres ; 
ensuite que par tous ces points de division l’on mène des parallèles 
à ces axes, les quatre régions dont il s’agit seront divisées en rec- 
tangles dont chacun formera une feuille de la carte. Afin d’étre à 
même de reconnaître la place que chaque feuille occupe dans la série, 
on est convenu de lui faire porter deux numéros , l’un qui assigne 
son rang dans le sens dn méridien principal on de l'axe des abscisses, 
l’autre qui marque son rang dans le sens de l’axe des ordonnées ; 
et pour savoir en outre dans quelle région cette feuille se trouve 
située , on place ces numéros au milieu des côtés qui forment l’angle 
de la feuille dont le sommet est le plus près du centre du dévelop- 
pement. Par exemple, la feuille B placée dans la région sud-est. 


sera numérotée ainsi : ; la feuille C qui est située dans la 

région sud-ouest, aura pour notation ; la feuille D qui est dans 
la région nord-est , offrira cette disposition de numéros . [ | ; enfin 


la feuille E placée dans la région nord-ouest sera numérotée 
ainsi □- 

S 


Cette notation fort simple est due à M. Henry , Colonel au Corps 
Impérial des Ingénieurs-Géographes. 


Formation des bandes pour Us Uvis de détail. 

5. Tout ce que je viens de dire sur la division d’une carte en 
plusieurs feuilles , n’est relatif qu’à la rédaction des levés faite à 
l’échelle de la gravure ; mais les Ingénieurs qui 'figurent le terrain 
tracent leurs opérations sur des feuilles auxquelles on a donné le 
nom de bandes , parcequ’elles ont ordinairement a mètres de lon- 
gueur sur O", 5 seulement de largeur. On projette avant tout , sur 
chacune de ces bandes rectangulaires , un certain nombre de points 
fournis par la triangulation , afin que l’Ingénieur poisse coordonner 
et vérifier sans cesse les opérations de détail qu’il exécute avec la 
planchette ou la boussole. Le procédé employé jusqu’à ce jour pour 
placer ces points , a été celui de Cassini ; cependant à cause du peu 
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de rigueur de sa mélbode pour dctcrmiuer les distances à la mcri- 
^dienne et à sa perpendiculaire (n* 7!$, Géodésie) des points fort 
éloigne's de ces axes principaux , l’on commence b abandonner sou 
système de projection, ne fût-ce même que dans la vue d'éviter l’ia- 
conve'nient dont j’ai parle à la fin du n° 5 . II s’agit donc de faire 
Toir comment il convient de diviser la carte en diverses bandes, pour 
y projeter les points trigonométriques selon la méthode actuelle du 
Dépôt général de la Guerre. 

Ce qui me parait de plus naturel à cet égard , c’est de faire coïn- 
cider l’angle de la bande qui est le plus près du centre du développe- 
ment, avec l’angle homologue de la première feuille de la carte; parco- 
qne de cette manière un certain multiple de la longueur et de la hau- 
teur d’une de ces bandes , formera exactement une longueur et une 
hauteur de feuille, lorsque la carte sera réduite à l’échelle de la gra- 
vure. En effet, supposons que le levé topographique doive se faire an 
,,io. et se graver au jzstzô i hauteurs de bandes feront 5 *, et 
quatre longueurs feront 8". Quand le levé sera réduit h l’échelle 
1 1* fouille de réduction, qui a constamment o *',5 dans un 
sens , et o”,8 dans l’autre , comprendra précisément le détail de 
40 bandes. 

Si au contraire on levait au et que l’oit dût encore réduire 
•n t ~ oV.o S> ou bien si le levé devait être an rsir? et sa réduction 
au feuille de la carte ne comprendrait que le détail de 

10 bandas ; savoir , cinq en hauteur , et deux en longueur. Par ce 
moyen il sera possible de tracer sur ces bandes , et à l'échelle du 
levé , les lignes de division des feuilles ; par suite aussi les points 
du canevas trigonométrique , à l’aide de leurs coordonnées. 

Après ces notions générales , occupons-nous de la recherche des 
formules relatives à la projection actuelle , et d’abord donnons le 
développement en séries de quelques fonctions utiles. 
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la 


CHAPITRE IL 


Théorie analytique de la projection précédente. 


Séries fondamentales. 


6. ËuLiR, dans son Calcul différentiel et intégral, a donné ledé'^ 
Teloppement en série de la fonction — r- > ordonné suivant les 

cosinus des multiples de l’angle z ; mais la théorie des exponen» 
tielles imaginaires conduit an but d’une manière beaucoup plus 
simple que celle employée par ce grand Géomètre. En effet, feignons 
que l’on ait 

1 J + jj+Bc—*'- ' 

1 +ncot»“‘ a ^ 


'A , B, a., ^ étant des coefficiens indéterminés, et cia base des loga- 
rithmes hyperboliques ; or i cause de cosz = ^ ~ — , on a 


I j4 + Bc‘*'-‘ yj+Bc-'^-' 

3 + n(c*'^‘ + c— K-‘) <c + /8 c'K-i a + 

et si on réduit au même dénominateur les deux termes du second 
membre de cette équation , puis qu'ou égale entre eux les termes 
homogènes , on aura ces relations 

An -f- =1 a* + /3‘ = a 

A^ ri” Bel, O n , 


desquelles on obtient 


= u. = ,ri-V7^, | = 

W(^*— a*):=)3 , /S* = I — V^I — rt* i a‘— |8* = a v't — «'» 
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iinsi 
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P_Çc-K- 


i 5 


Si, pour abréger, l'on fait® = m, ensuite que l’on réduise en séria 
chacune des fractions - ^ égard a 


i+mc**^-' i+mc-‘ ' 

.J. , .r -.• 

ce qu’en général cos jus = > on trouvera defiuiti- 


vement 


! =s — — ft-377icos34-a«*cos as-3/n*cos5s+3/»<cos43— ) 

V ^ ‘+«CO.* 

La même méthode s’emploie avec un égal succès pour réduire en 
série de cette forme la fonction log( i+ncosï). Pour le prouver, 

t'-' 


soit encore mis ici - 


' au lieu de cos z , on aura 


log ( I + n cos z) = log ( a+nc**<-‘+ — log a ; 


et pareeque l’on peut supposer que 

« et )3 étant indéterminés , on aura , en développant et égalant la 
quantité rationnelle à la quantité rationnelle , et la partie imaginaire 
à la partie imaginaire , 

»* + /S* = a; 

ainsi ^ 

a* = ( V' »+» •+• V • — t») i ;=■ ;; — w# 

aj3=V^a( Vi+z» — V»— ») » "==7^’ 

l 4 * — 

et comme en général log ( i + m)=b— — 4 - j— > OQ troU'» 

vera, après les réductions convenables , 

(B) . . . log(i +ncosz)=log J + log(i + log (i +mc;:>>'-‘) 

= — log ^ 4" a^T [mcos z — i/n*cos az4“3'”’oos3z— • • • •] » 

A’ = 0,45429448 étant la module des tables ; ce qui est conforme 
au résultat auquel Euler est parvenu. 
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La fonction (i 4-racos zy peut aussi se développer en série de la 

forme A-\- B cos a + C cos aa Z? cos 3a + ; mais comme 

nous n'aurons besoin par la suite que du développement particulier 

de '■ 5 , nous ciTectueroas ce dernier par la méthode na- 

" COSî)" 

turcUe , laquelle consiste à développer d'abord ( i n cos a )~ ^ par 

la formule du binôme, et ensuite à changer dans le résultat les puis- 
sances du cosinus de l'arc a en cosinus de ses multiples. Cependant 
afin de pouvoir découvrir aisément la loi des coefficiens numériques 
du développement, nous aurons soin de n'effectuer aucune réduction 
dans la formule générale 

cos a^= cosftz+ /t cos ( /* — a) 2 -f- — cos ( /* — 4) a 


qui , comme l'on sait , exige que l'on s'arrête lorsque l'arc devient 
négatif, et que l'on ne prenne que la moitié du coefficient do cosinus 
de l'arc nul que l'on trouvera si est pair. 

Il résulte de Ik que l’on a d'abord 


_i 3 3 5 

(t-l-»coas) *s= I— -ncosa-l--.^(»*cot*; 


357 , , 

■5-4g«cos>s 


^ 

ensuite en ordonnant par rapport à cos 2 , cos 2 z, cos 5z.77~ 




-G- 


5.7.Q. 11 . i 3 .i 5 . 17 8.7. S. 5 , 
a''4-S.8.io. la. i4- ' a*.3.4 * 




• 7-3 i-, 3.5.7.; 

?.>>. 5 . 4 _i 1 5.5.7.9.11.13.15.7.6.5 

T 


4 -b' ‘ a^ 4 .^ 

1.8 lo.a a’ .4. 0.8.10.1a. i4.a . 3 

' e • iCOS 

** 

3 . 5 . 7 .. 9.4 4. 

, 3.5.7.9.11.13.6.5 

.^cos 


a«.46.è.i ” 

' a*. 4.6.8.10.18.8 


. 5.5.7.9.11. 

5 _s . 3.5.7.9.11.13. 15.7. 6 _, 



' s*. 4 .b. 5 .io. 

1 ^ a'. 4 .é. 8 .io.ia.i 4 -a ■“ 



, , 3.5.7.9.11 

.i 3 . 6 _, , 3.5.7.9.H.13.15. 17.8.7 


4 = 

"•^a‘.4.6.8.io 

.la.i™ * a'.4.6.8.io.ia.i4i6.a” ■ ' 



pjgitizjolby Google 


V. 
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ou Lien plus simplemeut , 

(i+ncoss)'*=|“ 1 „« -J 

' a*. a. a '^a*.a.a.4.4 ‘ a‘.a.a.4.4.S.S 

I 3.5.7.q.ii.i3.t5.i7 

L +i » : .... 44 -fc^eA-« " J 

r ^ I 3.5.7 ■ 3.5.7.9.11 , , 3.5.7.9.11.13.15 , “I 

” La' a"^?7âX4 " â*.a.a.li.4.e“ *^a’.a.a.4.4.6.M” 

1 /_âF 1-3.5 , a. 5. 5.7.9 . . 5.3.5.7.0.11.13 . ~t 

4» Lsr^+~ > r a.4 4.6 " + â*. â .i.4.4 :6Tg:5”* 

Q_i r i-a.3.5.7 , 3.3.3.5.7 . 9.11 , - 

La’. a.a.4.4.6"^a“. a.a!4!4.6.G.8” JcosSs 

■ I .Æ-i P 1.3. 5. 3.5. 7. 9 , a. 5. 4. 3. 5.7.9.11.15 -1 

^ La'.a. a. 4. 4. S. bT5^a‘. a. 3.4.4.6.5.8.8.10” JCOS43 


série convergente , lorsque n est plus petit que runité. Si l’on désigne 
respectivement les coefficicBS de ses tenues par 7, /, 9*, 9*. . . 
on aura , 

â 

• • ( 7 +^^)*=^^ A«as— 9 *'cos 5 s4-9”cos43 


Avec un peu d’attention , Fon reconnaît» que le terme général 
du premier polynôme 9 de cette série est, en désignant par A le rang 
de celui que l’on cherche , 

et que le terme général du polynôme cos (< •« i ) * oecupant le 
rang i dans cette même série, est 

^ L^5ï'i'i^Ja*.4*,6* 

le signe — ayant lieu lorsque i est pair, et le signe lorsque i est 
impair ; et lesikcteors h (A-j-iJ. . . ne devant être pris que 

quand [i-j-A— 3 ] est plus grand que A. 

U nous sera encore utile par la suite , de coimaitre le développe- 
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ment de la Taleur de 


U^;=- 


(I + 

procédant anivanl les paissances de e. Dans cette me j soit 
i=i+ V> — aura A: = a — -J- : or par nn théorème de 

M. Lagrange , généralisé par M. Laplace, lorsque/ = a+x^ (/},' 
on a {Cale. diff. de Lacroix, tom. i , pag. aïo) 

/(/)=/(-) + ? 


•t x; 


.— +■ 


Comparant donc 
avec la proposée 


jrssa + xp (/) 


*=a-e-i; 


on a 


o=:3; a: = — e‘, p(/) = j; 

parconséqnent si l'on vent avoir la valeur de auquel cas 
/■(/)=! A“, on aura 

f(a)=s3L^, (p(a)s=l; 

35 ; =/«•(/*— 4) (a*~ 5). aT . 


Ainsi 
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Ainsi la substitution de ces valeurs dans la série précédente , 
donne 

i.a i.a.3 

Mais à cause de A-, = t, on a A,^=— ; donc 
n 1^1- 

» I «* I f<(f^+'0(M+5) f* 


u4-a 


1.9.3 ‘jM+6 


t.a '*^*+4 

Donc enfin 

Cette série dont le terme général est 

f/*(M+0 0 (F+i+alC.K+i+S) !>+(»»— 3)1 . 


■©I 


1 .3.3.4.5. . . . (i — 1) 


{T 1 ‘ 


trouve son application dans les hautes sciences mathématiques (voyes 
le Tom. I de la Mécanique Céleste ,'çag. 180). 


Expressions de diverses lignes du sphéroïde terrestre.' 

7. Nous dénoterons constamment par 
a le rayon de l’équateur du sphéroïde terrestre ; r>s. s. 

h le demi-axe de révolution ; 

e l'excentricité de l’ellipse génératrice en supposant le demi-grand 

. — ®* 

axe = I , ensorte que e* = — ; 
a l’aplatissement de la terre dans la même hypothèse , c’est-à-dire 



r le rayon de la terre, correspondant à la latitude vraie K: 

*1I> la normale au méridien, comprise entre le point dont la latitude 
vraie est X , et l’axe de rotation de la terre. 
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n la portion de cette normale , comprise entre ce même point et le 
rayon de l'équateur ; 

C la tangente au méridien , menée par le point X , et terminée au 
rayon prolonge de l’équateur f 

t la tangente au même point, terminée à l'axe de la terre prolongé ; 
P le rayon du parallèle passant par le point X; 
y le rayon de courbure du méridien elliptique. 

11 résulte de la théorie exposée au n* 74 *1“ Traité de Géodésie, 
que 


Tü= = r N, 

( 1*— )• 



( I — e* 6in*>L )* 

a cos A /fT\ 

f= : r (5), 

( i — c* sin* A )* 

( «• ( I — «•) ftinVNf / V 

* V-e-ak 


>1 

t 

> 

OU r 


«(!-«■) 
r 


a cot ^ 

BX — -*-7 

(1 — «*iin’a)^ 
(i — e* sia* a)* 



.(a), 

(4), 

( 6 ), 


X et -4/ étant liées par l’éqnation a tang = b tang X. 

Si on désigne en outre par dS la difTércntielle d’un arc S de 
méridien commençant à l’équateur et se terminant à la latitude X , 
on aura 


( I — e*»inV)^ 


( 8 ). 


Toutes ces formules peuvent être mises sous une forme qui les 
rende snsceptiblcs d’étre développées aisément en séries : en efiét 
8 cause de 


I — 


»• , e* / t'\/ , e> \' 

I 1 — cos ax II I ( • T : c°s ax 1 

a ' a \ a / \ a — e* J 

si l’on fait pour abréger, = il s’ensuivra que 


' a 


i -t-n 


; parcoBséqnent 


1 + A 


I — e’ùn’A i+ncosax’ 
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et par suite 

u= "(‘±."4 

(i-^-ncoiaA)* 


(O. M. 

f = a cos X (-l±!L-y . . . (5') , ^ = ÎÉ ( (6'). 

~ \i-f-ncosaA/ N^/> c \i -f-n coiaA/ ' ' 

Quant au rayon de la terre , son expression devient , en re'dui- 
santau même dénominateur, et en ayant toujours égard à ce que 

. .. 1 — C09 a* 

S1U*X =: — , 


C'+ï^ï‘“*''X'-î] 




or en fai5«: 

nt encore , et supposant de pl 


on aura 

1^.-+- 

n' = 

an «• I , 

T+v» = + 

“l\ 

il 

partant 

|_ 



f( 1 +n' co«a>. )(i + n)l • 

l(i4-Be<M(iA)(i -(-a'j/ 

(ï) 

cl 

)U 

a \i + n cp» 8^/ 

(8'). 


8. Appliquons maintenant les séries du n* 6. D'abord en pre- 
nant les logarithmes des deux membres de l'équation précédente 
(i') , l'on aura, à cause de la série (D), 

log “R = log O -H i log ( I -f- n) — { log ( I + n cos aX ) 

s= log a + i log O + ») + 1 Jog ( * + ) 

— K [mcos aX — m’eos 4^. H- § m’cosôx— . . ..] 
= log « 4- A { w — J /»• 4- ï — • • • 

— K [mcos aX — j m’ cos 4X 4- j co* 6X — ]. 
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Par la même raison , 

log>i = log^+ A" [ra — 3 ">’ + § — • • •] 

— A [ m cos aX — j m* cos 4X + j ffi’ cos 6X — . . 
log j»a=log^+ 3 A [ m — jm' + j m’ — . . . .] 

— 3 A' [ m cos aX — î m‘ cos 4^ + j m* cosGX — . . .] , 

et ainsi de même pour les logarithmes des autres lignes du sphc'roïde. 

Pour ce qui concerne le logarithme du rayon de la terre , 
son développement en série sera un peu diflérent; car de l'équa- 
tion (7') , on tire 

S = T ( > + ") + T •og ( « +«'eo» 2X) 

— + — îlog (i+ncosaX); 

et à cause de 


^°g ( • + >* cos aX) = — log ( 1 -f- m* ) 

4-aA'[racosaX — j m'eos 4X-|-j/n’cos6X — ...] , 


et de la relation 



on aura pareillement 


log ( I + «'cos aX) = — log ( I -(-«»'*) 

*4- aA [ m' cos aX — i m'* cos4^ -f- j «é’cos 6X — . . . ]. 


D’ailleurs on sait par ce qui précède, que «' = - , donc «i'=« 

ou «i' = mais comme n est plus petit que l'unité , cette seconde 

valeur de m' ne peut être admise , puisqu’elle rendrait la série 
divergente; donc 


log-'=i'og(^) 

4 -A[(« — m) cosaX— î(n*' 


i*)cos4X-f-| («’—/«’) cosGX— 


O* — 6* a — i , 1 . O* — 6* 

et puisque n — , m = , a cause de e* = — , on a 

S >«g (^) = log (ïjï)-log o; 
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donc enfîa 

logr=log<T + log(^^^j) 

-t-À'[(n — m)cos a\ — |(n* — »n*)cos 4 ^+ 5 (n’ — ni’) cos 6^— ...] 

Dans le second volume de la Méridienne , et le discours préli- 
minaire des Tables du Bureau des Longitudes , M. Delambre a donné 
le logarithme de ren série ordonnée , comme la précédente, suivant 
les cosinus des multiples de la latitude; mais j'ai préféré d’en rendre 
la loi des termes manifeste. 

Si au lieu des logarithmes , on voulait les valeurs mêmes de ces 
lignes , voici comment l’on procéderait pour arriver encore à des ' 
séries régulières et fort simples. 

Par exemple, la valeur de Tb élevée au quarré, donne 

(' + ”) ■ 
a' > + '• CO» 3a’ 

or par la formule (A) du n* 6, on a 

^ I — amcosaX-f-am* cos4A. — am’ cos 6A-f- ) 

= J ( I — am cos aX-f- am* cos4X — am’ cos 6X-1-. . . .). 

Il est évident que les expressions des autres lignes (a'), (3') , (4') , 
(5') du sphéroïde , se transformeraient également en séries de mêmes 
formes que cette dernière. 

Comme toutes ces transformations sont très-faciles à effectuer , 
je me dispenserai de les donner ; d’ailleurs on les trouvera dans un 
mémoire de M. le Colonel Henry , que le Dépôt général de la Guerre 
va publier pour faire suite à son Mémorial , et qui offrira en outre 
des recherches fort intéressantes à ce sujet. J’observerai cependant 
que pour parvenir aux valeurs des premières puissances des lignes 
du sphéroïde, qui ne continssent de même que les cosinus des mul- 
tiples de la latitude , il serait nécessaire de suivre la méthode 
que j’ai donnée au n* C , pour développer ainsi l’expression du 
rayon de courbure du méridien ; mais alors la loi des cocdiciens 
serait bien moins simple que ci-dessus. 
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11 est à remarquer que les valeurs de n et de m élevées à une 
puissance entière quelconque , peuvent être exprimées aussi en séries 

régulières; car d'abord puisque «=— , on obtient sur-le-champ, 

par la formule du binôme, 

“=(3'+(-0+(0’+(-OV-..- 

et ensuite, par la méthode connue de l'élévation d'un polynôme à 
la puissance ft , 




1 


+ 


d’ailleurs 


^ 0(^— 
3 ' 3.3 


a*-t* 




..J 


“”i-f'‘* O* -j- i* * 


ou si l’on veut 

n'= an( = an (t — n‘-j-n* — 

U s’agit aussi de connaître la valeur générale de : or on a vu 

. I — V/ 1 — n* 

au n* 6, que 


1 — b 


: m ; parconscquent 


J 1 — y / 1 — g* / « \* 

"* ~~ o + è , . £ 1 -H /i M -1- v^t — «*/ ' 

expression qui est la même que celle du numéro cité ; on a donc 
généralement , en vertu de l'équation (D) , 


1 


3M Ça>t+ SKa^i-t-6) (au +7)/e\* 


1 . 3 . 3. 4 




g. On sait par la théorie des surfaces courbes , que les rayons dq 
plus grande et de plus petite courbure sont dans des plans normaux 
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perpendiculaires entre eux. Relativement à l'ellipsoïde de révolu- 
tion , l’un de ces rayons est évidemment dans un plan perpendicu- 
laire au méridien , et les considérations géométriques conduisent à 
faire voir qu'il n’est autre que la normale k ce méridien , située dans 
la commune section des deux plans dont il s'agit, et terminée à l’axe 
de révolution ; mais la démonstration analytique suivante ne laissera 
aucun doute à cet égard. 

L’équation de la surface de l’ellipsoïde terrestre est Fig. >. 


b‘jc‘ -f- a‘j* -f- A*s* =za‘b‘, 

et si l’on désigne par X la latitude du point sur cet ellipsoïde , 
l'équation de la section , faite suivant la normale et per- 
pendiculairement au méridien PAE , sera ( pag. 14a du Traité de 
Géodésie) 


, i — e*co*‘x , 

7 -i . + 


av'co«*x 




(i — 


»<co»’v 
1 — e*iiu’a' 


Cette section est donc une ellipse dont les demi-axes d, b' sont 


_ 0 ( 1 — »•) 

— ~ J 

(1 — c*ain*A )* (i — c»cos*a) 


b> =( 

\( I — «’«iu*x) ( l — »* cosV)/ 


Soit e' l'excentricité de cette ellipse , et if sa normale terminée 
à l’axe AM des yd ; à l'origine A, l’on aura n'œ a' ( i — e'"), puis- 
que pour l'ellipse génératrice on a , dans la même circonstance, 
ü = a ( I — e‘); et, parcequ’en général le rayon y' de courbure, 
dans toutes les courbes du second degré, est égal au cube de la 
normale , divise par le quart du quarré du paramètre, on a pour U 
section et le point que l’on considère , 



p' étant le paramètre j donc 


, i* O 

> =?■ = 

( I — **iin*x)* 

donc enfin 


>' = ‘Tb; 
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ainsi la normale Tl!) de l'ellipse génératrice est en cfTct le plus grand 


ra^on de conrbure de la surface terrestre , tandis que y 
en est le plus petit rayon. 


a (!—<•■) 
î 

(t — e*5in’X)* 


10 . Afin de pouvoir évaluer nume’riquement toutes les séries 
précédentes, il importe de connaître les axes de la terre. Les détails 
dans lesquels je suis entré à ce sujet ^ dans mon Traité de Géodésie , 
ne laissent , je crois , rien à desirer; cependant la méthode que j’y 
ai exposée pour déterminer l'aplatissement de la terre n’étaiit réelle- 
ment qu’approximative, je vais, à 1 instar de la Commission des poids 
et mesures de France, employer à cette détermination les arcs entiers 
de méridien, au lieu des longueurs seules des grades moyctis pro- 
venant de la mesure de ces arcs ; et je parviendrai aux résultats 
mêmes qua cette Commission a obtenus , et dout elle a rendu 
compte h l'Institut , par l’organe de M. Van-Svvinden. Voyea le 
rapport de ce savant , inséré parmi les Mémoires de cette Société , 
tom. II , pag. 43 . 

L’équation (8') étant intégrée entre les limites X et V, considérées 
comme les latitudes des extrémités de l’arc on trouve, à cause 
de la série ( C ) , 

^ = J ( I +«)• (A- — 7' sin ( cos (X -f-X') 

< -f- ^sin a (X — X') cos a (X-+-X') 

' — ^sin3(X — X') cos 5 (X-l-X'). 

Pour un autre arc si' compris entre les latitudes A , A', on a pareil- 
lement 

= J ( I -+-«)* (y (A — A') — q' sin ( A — A') cos ( A-f-A') 

/ 2 (^“'A')cos a(A-|-A') 

/ — Çsin5(A— A')cos3(A-f A')... 

Dans la vue d’abréger la notation , soit 

X — 9 ^ ^ y 

A — A' = , A + A' = O', 


)■ 
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alors les deux équations précédentes seront 

ji — ^'sin ^ cos ♦ + ^ sin a^cosaO 

( — Çsin 3p cos3®. . 

(i-4-n)* jyç' — ^sinf 'cos •'+ ^ sin a^'cos a®' 

J — ^ sin 3®'cos 3®'. . 



a5 


1 


Avant d'en déduire une relation entre les quantités connues eties 
puissances de l’excentricité, mettons ponr q, q’, q', q', leurs valeurs 
en e‘, en bornant toutefois l'approximation aux termes en e* : or , 
par ce qui précède, 

» SS — 4" T » donc «• -T ; 
a * 4 » 4 ' 

unsi on a 

Substituant ces valeurs dans les équations (M) , il vient 

A =^(i4-b)‘ ^ “ 5 (**+5 **)•*“ 'P ? 

( -f- e* sin a® cos a® j 

®*) P'— e‘)sin®'cos ®') 

C ^ ^ sin a®' cos a®' J 

et soit encore, ponr abréger, 

— A'^)=M, sin®’ cos ®'— .<#' sin ® cos® = iV^, 
A sin a®' cos a®' — A' sin a® cos a® =s i’ , 

on aura , en divisant les deux équations ci-dessns l’une par l’antre , 
et rétablissant l’homogénéité, 

I5e4 (Af_| iV + f) _ ? e* N+M=o, 


\ 


4 
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«d'où l'on lire aise'mcnt, en résolvant cette équation du second degré, 

ou par le retour des suites , 




5 

iSN 

a.aS 

TBw 




.(N). 


ÀprLir.ATioN. Suivant les opérations géodésiques de Delanibre 
cl Méchain , 

//= 55 i 584 ', 72 , X= 56*706944» X' *=45*958381 (boréales); 


et suivant celles de Bouguer, 


1 76897',4 , o ', «463 (boréal») , A'=— 5 % 4'70 ( )• 

Il suit de là que 

^ = X — A' = io“, 748663 , ♦ = X + X' = ioa'‘, 665 aa 5 , 

= A — A’ =a 5 , 4855 , •'a=A-t-A'= — 5 , 8707 ; 

d’ailleurs • 

vr étant la demi-circonférence d’un cercle dont le rayon 5= i ; 
ainsi on a 

^^ = 1910305,360776, 1901410,5381763, 

« = 5,1415937, = 44^64115, 

M= i 59 , 688 i 3 a 8 , 

.ilf sinf ' cos ^ = 39950,1 13603 ; sin ^cos <b = — 1344,101734» 

iV = 3 i 194,314536, 

S 

Atm aÿ'cos 3^=59560, 1 i 8 o 656 , ^'sin a^cos 34^=58400,907636, 
P= 1 17961,035703 ) 
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il/_|iV'4.iP= 9209,45805 ; 
ensorte que le premier lerme de la valeur de e* est 

= 0,0059706841 , 
le second terme = 0,0000032889 , 

le troisième = o,oooooooo36 

donc e* = 0,0059739766, 

Mais l'aplatissement de la terre , 

«= 1 — ( I _«•)*= ^ e- -f- g e< -f 

donc 

«=0,0029914494=33^: 

Concluons de là que les mesures ^éodésiques de France et du 
Pérou , combinées entre elles , donnent le rapport des axes égal 



Ce rapport étant nne fois trouvé, on peut calculer la longueur 
du quart du méridien ainsi qu’il suit. 

La formule 

5=^(i+n)^ — J sinaX-l-^ sin4X — . . . , 

en y faisant X=ioo°, devient , à cause de S=: Q , Q étant alors 
le quart du méridien , 

on a d'ailleurs 

A 7' sin^ cos^ sin aÿCOs a*) 

/ — ^ sin 5^ cos 

.tins! , divisant ces deux équations l'une par l'autre , réduisant en 
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série , et s’arrélant toujours aux termes en e*, U yient, à cause de 


r— — — 

f 


1 


+!('•+;'■) 


nn ^ cot ♦ 


ï5 xiina^coia^^ 

ÿ 

, q . «n'.eco»*.* I> 

^ f J 


formule qui , étant préparée pour le calcul , se change en celle-ci , 


3 . 


iS.aoo 


« ioo“y/r“ ■ 3-aoo/ . , I A . _ . iS.aoo . . 

0=^ 


labwf 

q.^OOOO 

i6 cr*f* 


e*sin‘.çcos' 




et qui- est précisément la même que celle à laquelle M. Delambre 
est parvenu par une antre voie ( pag. 676, tom. II de la Base du 
Sjsl'eme métrique'), eX. que j'ai déjà donnée (pag. iSa, Géodésie). 


Supposons , pour application , que l’on veuille calculer la valeur 
de Q , en partant des mesures exécutées en France, et prenant pour 

I 66t 

aplatissement a s ^ , auqnel cas e* = = o,oo 597 o 58 , et 

log e*= 7,77663389; on trouvera 

le I*' terme sons la parenthèse... =s 1,000000000 

le 3 * terme = 0,00000819a 

le 4 * = 0,000000035 


Somme 1,000008337 

et le a' terme = — 0,000187349 

Ainsi le fictenr sous la parenthèse = 0,999830878 ; 


et comme ./f = 55i584',73, il en résulte que 

Ç= 5t5o759f,695a, on en nombre rond, Ç= 5i3o74o"*. 

C’est ce résultat même que la Commission des Poids et Mesures 
a obtenu ; ainsi le mètre ,qui est la 10000000”“ partie du quart du 
méridien , = 44^'*'>396. Cette longueur du mètre définitif est en effet 
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celle qnl est conMcrée par les lois françaises : cependant d'après ce 
qu’on lit è 1 a page i 5 g de la seconde édition de L'Astronomie phjr~ 
si(jue de M. Biot, les derniers résultats de M. Delambre diflêrent 
un peu de ceux de la Commission ; puisque , selon ce célébré 
Astronome , il résulte de la combinaison qu'il a frûte lui-même 
des arcs de méridien mesurés à l’équateur et en France , que 

l’aplatissement de la terre est au lieu de Comme l'on 

verra en détail, dans le troisième volume delà ^<ue du Sjrstème mé- 
trique, les raisons qui l’ont engagé è modiGerleselémens des calculs 
précédens , je me bornerai è dire , suivant les renseignemens qu’il 
vient de communiquer au Dépôt de la Guerre, qu’une révision 
sévère des calculs de l’arc mesuré par Bonguer et Lacondamine , et 
de ceux de l'arc compris entre Dunkerque et Barcelonne,a fait 
sentir la nécessité d’augmenter de 371 j toises la valeur précédents 
du quart du méridien. Quoi qu’il en soit, c’est toujours au mètre légal 
qui est représenté par une règle de pladne soumise k la température 
de la glace fondante , et dont la valeur est de ^ 

du Pérou, prise à i 3 * ,du thermomètre de Réaunmr, que l’on doit 
xapporter , comme par le passé , tontes les mesures géodésiques. 

Maintenant de l’équation Q n= — (i-jwt)’ ç.t et étant toujours 

la demi - circonférence d’un cercle ajant l'unité pour rayon , l’on 
tire 

‘P 

— a») (i+b)‘ 

mais 

«t.i, , i 5 /a* , «S 

«=7+4+1, "=4+4** ’=‘+TîC4‘^ï)’ 

en se bornant aux termes de l’ordre e* ; parlant 

Si l’on fait Q =s looooooo"'’, et qu’on emploie l’aplatissement 


et 
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on aura, eonsme je l’ai déjà trouTé(pag. i 36 du Traité de Géodésie), 

a = 6375739", log. a = 6 , 8 o 453 o 5 o 8 , 
b = 6356649 ", ^ ~ 6 , 8 o 3 aa 83 o 5 , 

et par suite , 

log y — 6,805877937 — 0,00195 33480 cos aX ' 

-I- 0,00000 146^3 cos 4^ 

— 0,00000 000144 cos 6 a. 

log ni) ou log y = 6 , 8 o 5 i 8 ii 363 — o,ooo 65 11 160 cos aX 

-f- 0,00000 04881 coi 4X 

— 0,00000 000048 cos 6X 

log r = 6 , 8 o 588 o 856 - 4 - o,ooo 65 iiiSi cos aX 

— 0,00000 1464a cos 4^ 

•+■ 0,00000 ooo 3 a 8 cos 6x. 

La méthode par laquelle je suis parrenu à réduire ainsi en 
séries procédant suirant les multiples des cosinus de la latitude , 
les logarithmes des direrses lignes du sphéroïde terrestre , est sur- 
tout usitée en Astronomie , et dans tons les cas où elle peut rendre 
les intégrations plus faciles , ou bien lorsque l’on veut calculer les 
termes d’une série convergente , indépendamment des tables de lo- 
garithmes. Mais l'emploi^ de ces tables permet de développer tout 

simplement les fonctions ' et log (1 -f- n cos z)^ en sé- 

(1 -f-n cosx)^ 

ries procédant suivant les puissances des cosinus de l’angle z ; 
parceque l’évaluation de leurs termes ne se fait pas avec moins 
d’exactitude. On pourrait , par exemple , calculer la valeur du 
logarithme de la normale Tb [n* 7, équat. (i')], à l’aide de la 
série suivante, 

log*na=Ioga-l-Mog(i-f-n) — iA^ncosaX — ^cos*aX-f- jcos'aX — 
on même de cette autre 

log *lb = log a -f- J A sin*X -f- ^ sin^X + sin'X-f-. . . ^ 

qui dérive de l’équation (i) du numéro cité ; cependant il importe 
de choisir parmi les séries d'une même expression, celles qui con- 
vergent plus rapidement. 


_ JDigitized by Goo^e 



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. 3 1 

Voici quelles sont les dimensions du globe terrestre que M. Biot 
donne d'après M. Delantbre. 

Rayon de l’e'quateur. . . « = 3271864' = 

Rayon du p61e b = 3a6GGii' = 6566745” 

Aplatissement 

Suivant la theoiie de la lune , cet aplatissement = ^ | et en com- 
binât la longueur de l'arc mesuré récemment en Suède avec celle 
de l'arc mesuré en France , il est de 33^ : 'voit donc que ces 

résultats se concilient à merveille. 


Fonnules pour calculer les coordonnées rectangles de divers points . 

de la projection , et trouver dans laquelle des feuilles d’une carte 

se trouvent ces memes points. 

II. J'ai observé, n* 3, que le tracé de la projection du Dép6t 
général de la Gue'rre s’eflèctuaiC beencoup plus commodément à 
l'aide des coordonnées rectangles des points d'intersection des méri- 
diens et des parallèles ; il s’agit donc en ce moment de résoudre ce 
problème général : 

Etant données la latitude et la longitude iun point du sphéroïde 
terrestre supposé de révolution , trouver sur la carte les coordonnées 
rectangles de ce point. 

Soit sur cette carte , AC\e premier méridien représenté par une F'i 
ligne droite , AK le moyen parallèle, m le point dont on demande 
les distances aux axes rectangles CX ,CY. Soit en outre hm le paral- 
lèle de ce point , C son centre , è. la latitude du point A situé sur le 
moyen parallèle , a l’arc Ab égal à la partie correspondante du mé- 
ridien rectifié , et X 1a latitude du point b. 

L’expression finie d« rayon CA de la projection du parallèle 
moyen , est, d'après ce qui précède , 

I 

^ acotx.(i -i-n; 

r _ 

( I -f ncotax)* 
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et celle do rayon Cb=.Ràç la projcclloo d'un parallèle quelconque 
bm , eat 


RsTt + o*) ou 

dans laquelle 


^ _ aeota.(i +n)‘ ^ ^ . 
( i -f n coi 2A)* 


<r=- 2 -l 


(X— Z)— — ain(X— Zi)cos(X4-£)-J-— sina(X— Z)cosa(X+Z)l 

— ^ sin5(X— Z)cos5(X-f-Z) j 


mais pour la carte de l’Empire Français , la latitude du parallèle 
moyen étant de 5o% on a X = So", et par suite 


t=K«(i4-n)*î= 



de'reloppant en série, fl rient 


IJ ©V ^ (0'+ 1 

de sorte que le terme général est 

1.5. 5. 7 (ai — 5)/A*< 

i-.) Q 


vK*-0 


mais d’afllenrs cette Talenr de t n'est autre que celle de la normale IR 
menée par le point dont la latitude X = 5o°; donc 

log I =ss6,8o5 18064 s et ( s= SSSSago". 


Dans la même circonstance , X— Z=5o* — Z; soit donc 
5o“— Zs on aura, en prenant f en parties du rayon. 


parceqn’en général sin (loo-i.rjcos (lOO+xZ) =— i sin 4 {5o—L).‘ 

On suppose, dans cette fiarmule , que a est austral par rapport au 
parallèle moyen ; s’il était boréal , 9 serait négatif on égal à Z — 5o , 

et 
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et alors on aurait, abstraction faite du signe de a*. 


(G)...<r = i^r <P+^sin*<P — 5 




5 V 

3 . 4 q * _| 


Exprimant les coefficiens — , — , en fonctions de e, et pous- 

sant l'approximation jusqu’aux termes en e* inclusivement , on 
obtiendra dona pour la région australe, 

ff— iooooo“p — 28 G 33 “, 49 S*“’'P — > 3 “, 4 i sin 4 ?-Ho'“,o 3 t 8 in* 3 ^— . 

et pour la région boréale , 

e^=iooooo”f-f-28653“y}9sin*9 — i3",4isin4^ — o",o3isin*3ip— . . 
ip étant pris en grades. 

11 résulte de cette dernière hypothèse ; 

il = t — y = 6585290“ — ff. 


Maintenant , soit p la longitude du point du sphéroïde dont 
est la projection , cette longitude étant comptée du méridien recti- 
ligne do la carte ; et fl l'angle que les deux rayous Cit/, Cj 4 font 
entre eux : on aura d'abord la longxieur de l’arc £M = s, par U 
formule 

<rr C 1 -f- n)‘co» £. p . 

~ ~r J ‘ aoo ' 

( I -f-n cos at.)* 


puisque le rayon du parallèle passant par la latitude L est 
a cos i . ( I 4- ni* * 

P = !-• 

( 1 -t- n cos aZ.)* 

Ensuite , à cause que les amplitudes de deux arcs de même lon- 
gueur sont entre elles réciproquement comme leurs rayons , l’on a 


p 6 :: R: 


d'où 


O ( I + ni* COB L 

( I + n cos uL )• 


(II) 0 


cos //.(i -4-n)* 
HÇi 4-n COI aL)* 


p cos L 


•(?)■ 
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% étant la normale relative au point L , ou le rayon de courbure 
y de l’arc perpendiculaire au méridien à ce meme point. Si donc X 
et y sont les cooi'doiinées rectangles CP, PM du point M , comp- 
tées du centre des parallèles , on aura 

X = R cos fl , y = B sin fl. 

Pour une longitude p' autre que p , on aura de même, en dési- 
gnant par fi', B, X' , y et L ce que de\ icnnent rcspccliveincut 
6, R, X, r et L, 

y _ cp’ = p' cos L ' ■ 

( I +n COS \ H' J 

** X'= R' cos 6', y = R sin 6'. 


Afin d’éviter l’emploi de trop grands nombres pour représenter 
les coordonnées des points de la carte , j'ai déjà dit que l’on plaçait 
ordinairement l’origine au point A , centre du développement; ainsi 
en désignant Z’ par X, et remplaçant U afin d’établir plus de 

symétrie dans la notation, l’on aura 

Xss.1 X=sü-t-9' X, 


et parconséquent 
d’où 


R-\- a — xz=.R cos fl ; 


x=a + R{\ — cos ô) = 0 - -l-aRsin’i g 
= t — R cos fl, 

ou plus simplement 

' sin 0 

= <r-\-jr tang { fl ; 

les coordonnées rectangles , à partir du centre du développement, 
sont donc 

X zx: t — R cos fl , y = R sin fl , 
ou . . 

X = a -y J- tang î 9 , j sin 8. 

Si l’origine des aies était transportée à l'ua des angles d une 
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fouille (no 5) , que Tou ilôsigiiàl par o-j.) , jj.j les coorilonne'cs tle Fig. î. 
ce point, rapportées au centre du développement , et par x', f 
Celles d'un point quelconque de la carte, comptées de l’angle dout 
il s’agit , on aurait en général 


x' = X , 

II 

1 

3 

Or d’apres cette convention que 

les cartes doivent avoir o*,5 

hauteur sur o"8 de longueur, ar„, sera un certain multiple de o",: 

el un certain autre multiple de 

o",8 ; de sorte que l’on aura 

= o”,5.ft , 

et 



6 


\L et /JL étant des entiers , et Ç, des quantités respectivement plus 
petites que l'unité. 11 sufTlt donc dans les applications , pour con- 
naître fl. et ft, d'obtenir seulement la partie entière des quotiens 


0,5 0,8 


Jusqu'à présent j’ai implicitement supposé que la carte à cons- 
truire devait être h l'échelle de i pour i ; mais comme en général elle 

doit être dressée à l'échelle de g étant un nombre entier, il est 

évident qu'il est nécessaire que toutes les quantités qui constituent 
les valeurs des coordonuées d'un point, soient multipliées par la 

fraction i , excepté toutefois les valeurs de et qui sont 
S 

absolues, puisqu’elles sont indépendantes de l’échelle de la carte. 
De cette manière, le rang qu'occupe, dans la série des feuilles de 
la carte, celle qui contient le point .à construire , sera déterminé par 
les deux nombres entiers u -+- • > h-’ -|- • » I® premier , ainsi qu’il est 
•dit , n* 4 > s’écrira au milieu de la hauteur de cette feuille , et le 
second au milieu de sa longueur. 


Telles sont les formules qui donnent les coordonnées rectilignes 
d’un point quelconque de la projection. Les calculs seraient extrême- 
ment pénibles et fastidieux , s'il fallait toujours avoir recours à ces 
formules pour déterminer tous les points d’intersection des projec- 
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lions des méridiens et des parallèles tracées de décigrades en déci- 
grades; mais heureusement qu'en pareil cas les mclliodcs d'inter- 
polation sont d’un grand secours. M. Plessis, Capitaine au Corps 
impérial des Ingénieurs-Géographes, qui est chargé, depuis environ 
deux ans, de dresser des tables relatives à la projection actuelle , 
s’acquitte de ce travail avec beaucoup de zèle cl d’intelligence. Ses 
tables déjà fort avancées, malgré leur immense étendue, cl dans 
lesquelles on trouvera immédiatement les coordonnées de 80000 
points, seront inlinimeiit précieuses pour la Topographie , en ce 
qu’elles réduiront le tracé de la projection d’une carte à une 
opération purement mécanique , et pourront .servir pour toute 
portion de zone dont le parallèle moyeu passerait par la latitude 
de 5o°, qui serait bordée dans un sens par deux méridiens ayant 
40° de différence en longitude, et dans l'autre sens, par les parallèles 
des 3o'*”' et yo’*'"' grades. lÿ attendant la publication de ces résul- 
tats , l’on trouvera dans le mémoire de M. Henry, cité page ai , 
des tables subsidiaires que cet Ingénieur a calculées dans la vue 
de diminuer beaucoup le calcul des coordonnées des points d’une 
carte comprise dans les limites dont je viens de parler: on verra 
au chapitre 111 que j’ai rempli le meme objet. 

13. Voyons maintenant comment l’on peut résoudre le problème 
inverse, c’est-à-dire, déterminer la latitude et la longitude d’un 
point de la carte , dont on connaît les coordonnées rectangles AT, K. 

D’abord des équations 

X ~R cos fl, U = il siu fl , 
l’on tire sur-le-champ 

tang fl = ^ . 

et au moyen de l’angle fl connu , l’on déterminera R par l’une de 

ces deux formules Rz=-^ ou R = -^; puis à cause de — a 

sm » cos 5 ’ * 

ou aura 

<r=: / — /Î=6585a90“ — R; 

ensuite la formule (G) , en supposant que f soit boréal , pourra être 
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transformée en celle-ci 

{> loocoooo" ' r I r r 

OU 

S=ip+ Bp' + Cp’ -i-Bp* , 

série qui sera nécessairement convergente , attendu que l'arc p est 
fort petit pour toute l'étendue de la carte. Alors , par le retour des 
suites , on aura 

P Z B* Z* “1— C* s* -1“ ly 

Ici P sera donné en parties du rayon pris pour unité ; on le conver*. 
tira donc en grades j et ensuite on aura 


Z = 5o® + p. 


Telle sera la latitude du point que l'on considère. Mais il est un 
moyen plus direct et plus élégant d'obtenir la valeur de l'angle p 
en série ordonnée suivant les puissances de l'arc 7 : en effet, par 
le tliéorcme de Taylor , on a en général , en désignant par et Z 
les latitudes des extre'mités de a-. 


Z— X = <p 



0^ -f-^.T:v 


les valeurs des coefüciens différentiels étant déterminées pour 
le cas ou <r = O. Or , a cause de . 

ir, 


y 


(i— e'sin'A)* 

3aV*sîn a\ 


-^=zy‘, On a, tout calcul fait. 


o*e* [~ coi 3*. e*^in*.a^ ( 3 o* , \~l s 

4**»' ai* L >-V 4ÿ \i*>'* a'y)j ^ ’ 


OU en rejetant les termes en e* et réduisant en grades , 


«P 


aoo /•* SaVsin ax . oVeos aA . 


it représentant la deiui-circonfércncc d'un cercle dont le rayon est 
l'uuité. 
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Au surplus, puisque, pour la carte de l’Empire Français, X=5o'’, 
cette série se réduit à 

SCO f 3 1 o'e’r* 

^ T 7 4 " sin ** ^‘yy' ’ 

y et y' étant les rayons de plus petite et de plus grande cour- 
bure do l'ellipsoïde à cette même latitude , rayons que j’ai res- 
pectivement désignés par ret r' ( pag. a5 , Traité de Topogta/ihie). 

Bien entendu que si u était austral par rapport au moyeu paral- 
lèle de la carte, ou aurait, abstraction faite du ‘signe de 

aoo 1 3 I oVj* 

™ ' ir y ' 4 " *'» •* ‘ 

Mais, pour les besoins ordinaires de la Géographie, il existe un 
procédé graphique sutlisamraent exact, extrêmement simple , et 
qui remplace avec avantage la solution précédente. V^oici en quoi 
il consiste; 

Par le point donné sur la carte, où je suppose que les méridiens 
et les parallèles sont tracés de décigrades en décigrades , auquel cas 
les quadrilatères formés par ces lignes sont sensiblement des paral- 
lélogrammes , on mènera deux droites respectivement parallèles 
aux eûtes de ces quadrilatères divisés en centigrades , et l’on con- 
naîtra , h l’aide des divisions dont il s’agit et de la graduation 
marquée autour de la feuille , la latitude et la longitude du point 
donné. 

Si le quadrilatère dans lequel est renfermé ce point ne pouvait 
pas être réellement assimilé à un parallélogramme, les deux droites 
à mener dans le sens des parallèles et des méridiens devraient con- 
courir avec ces lignes : du reste la latitude et la longitude cherchées 
s’évalueraient comme dans le premier cas. Cette opération est trop 
simple pour qu’il soit nécessaire d’entrer dans de plus grands détails ; 
cependant J’observerai encore que l’usage du compas de proportion 
dispense de diviser efl’ectivement les côtés du quadrilatère en parties 
égales. 
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Détenninaùon des angles des quadrilatères formés , sur la carte , par 
les méridiens et les parallèles , et recherche du rayon de coiirbiuv 
d’un méridien quelconque. 


1 3. Soit BM un parallèle et A/fl un me'ridien quelconques de la •''S- ® 
carte. Si par le point M d’intersection de ces déni courbes , on 
leur mène respectivement les tangentes Mil , MT, l’angle IIMT , 
dont l’ouverture est tournée vers l’axe des A' cl le centre C des 
parallèles , sera celui qu’il s’agit de déterminer : or le rayon CM 
du parallèle BM étant perpendiculaire à la tangente Mil , il suffit 
de connaître la valeur de l'atigle T MC — u , qu’il faudra parconsé- 
quent, pour le cas de la ligure , retrancher du quadrant ; aiusi 

angle IIMT = loo' — u. 


D'un autre côté , le triangle rectiligne MCT donnant « = ■.{/ 
on a 


tang u 


lang 4 — tang 6 
i -J-taiig4tang6’ 


6 , 


d’ailleurs MT étant la tangente à la couibe ..1/fI dont les coordon- 
nées de scs points sont généralement 


AT = /{ cos fl, K = y?sin9, 

on a 

dX = dR cos 6 — R di sin fl 
dV = dR sin fl -J- iî <19 cos fl , 


dt 


et à cause de tang dR= df ,‘û s’ensuit que 

. Bdi 

Ungu=z-j~. 


Pour avoir ensuite une valeur de tang u délivrée de différen- 
tielles , on voit qu’il n'y a qu’à dilférencicr l'équation ( H ) ; car 
il vient 

/{ (i +n cos ai)* 
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vu que plus la latitude L augiuenle , plus l'auglc G cl le rayon R 

dimlauenl : mais 

1 

</«•.( 1 + n en* a£. )“ 

o(, _*.)(, + „)• ’ 

donc 

di.n 

dr 

donc eniin 


= P sia Zi ■ 


tang U = sin Zi — G =: ;? Qin L — ' 

ou plutôt pour rhomogéneite' , 

(K) tangtt = ^(/;siiiZ— G), 

lorsque et G sont donnes en grades. 


Il est facile de prouver que l'angle u est nul pour totis les points 
du parallèle moyen d’une carte quelconque ; en efifet lorsque 
Zi = A , on a 

J, t 

e _ op C(Ma.(i4-n)* ^ O cot x.(l +n)* 

T » * — T » 

t (i -)-n cos 2A)‘ 

parconséquent 




cot a 


( i + n cos a^)* 
: P sin A ; 


mais alors p sin L = p sin A , donc u = o. 

Il est en outre facile d’assigner le signe de u pour les régions bo* 
réale et australe dont le parallèle moyen forme la limite commune ; 
car lorsque Z = o, on a 


tang u = — 


sr9 


u est donc négatif: ainsi dans toute l’étendue de la région australe, 
l’angle II MT = loo'^ — u est plus grand qu’un quadrant. Dans celle 
du nord, au contraire, cet angle est plus petit. 


i/f. Avant de rechercher l’expression du rayon de courbure de 
la projection d'un méridien, voyons quelle est celle delà dilTérenticlle 
d’un arc s de celte projection ; or l'expression générale de celle 

difTérenticlIe 


T „ 


'• -Btgitizec: 
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diflërentielle étant 

y/dX‘+dy% 

f 

on trouve > en j substituant les valeurs de dX et dy, 

ds =: dR y / 1 + — dR V I + tang*« 

_ JB 
cosu* 

et puisque dR^df, on * ^ 


On doit conclure de cette équation que si l’angle u était inva- 


riable , l’on aurait en intégrant , s = ff sans constante , puisque 

.« et ir sont nuis à la fois ; mais cet angle variant très-peu d'un< 
point à un autre fort voisin , il s’ensuit que les petits arcs de mé- 
ridien très-proches les uns des autres , consen'ent sensiblement , 
sur la carte, les mêmes rapports que sur le sphéroïde terrestre, et 
y sont à fort pea près reotiiigncs. Donc une petite partie d’une ligna 
géodésique quelconque est très-peu altérée en projection. , ' 

Comme il n'est pas possible d'intégrer rigoureusement l'équa- 
tion différentielle ds = voyons' du moins si dans quelques cas 

particuliers elle est susceptible de se présenter sous une forme 
commode pour l'intégration par les séries. D'abord, en prenant 
l’équateur même pour moyen parallèle de la carte, on a o ; alors ( 
et R sont infinis, 1a valeur de 6 est nulle , et l'on a ; . . 


d’où 


et 


tang u = psiaL, 

cos u= î 7 

(i 

U = P sin L — - J p’sin’L -f- J p*sin’£ 


ou , pour l'homogénéité, et en désignant les grades par G , 


I 


n« = P sin Z, - Q* ^ sin’i-f- sin^L 


6 
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entuiie, à cause de dir=s^Ç ^ +Tco*at^ , la valeur piécédenle 
de ds devient 

1 

ds = — f ( t + ;>*sin* L )• dL. 

Or, pour ce cas particulier , tous les parallèles de la carte deviennent 
des lignes droites , comme dans la projection -même que Flamstéed 
a employée dans son Allas Céleste. Le moyen de faire convenir 
nos formules à cette dernière projection, est de supposer a— b, 
ou n = O ; ainsi , pour la sphère , ou a simplemeut 


ds odL \/i + p‘m\‘L, et a = a/J/L ( i 4-^*siu*£)*. 

Cette intégrale dépend nécessairement de la rectilicalion d'un arc 
^ellipse ayant pour demi>axes o et a \/ 1 -f- ;»* ; car si Ton prend 

une abscisse æ = a sin £ , la formule ds — q^] exprime 

V o ' — X* 

la différentielle d'un arc d'ellipse dont les demi-axes sont a et b , 
s’identifiera avec la précédente en faisant les substitutions conve- 
nables. On peut voir d^ns tes Mémoires de t Académie des Sciences , 
pour l’année 1786 , pag. Gai et suivantes, comment M. Legendre 
obtient l'intégrale dont il s'agit, en série convergente, quelque soit 
d’ailleurs le rapport des axes de l'ellipse. 

Je ne m’arrêterai pas à. prouver que, dans cet état de choses, 
on a . ^ 

x — tT=^aL et jr x=.M,=ap cos L f. 

ou plutôt 

x= a— L , r =xs,=zap rrr COS L , 


aco 

= lOOOoo'L, 


= 1 00000"/? COS Z, 


lorsque L el P sont données en grades. 

i 5 . Maintenant soit le rayon de courbure cherché , et v l'angler 
formé par deux rayons de courbure consécutifs. La théorie connue 
donne 

• . U.: ' * rf» . J“~ ' 

4 — T' ■' 
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mais V est évidemment la dilTércntielle de l'angle que le rayon de 
courbure C Éaxe des abscisses , angle qui est égal à 

ioo°— •4'= ioo°— U — 6; on a donc 




ds 


dr 


TôhFT)- ” — cal ») ' 


d'ailleurs à cause de tang u-=.p sin A — 6 , on obtient , eu fiûsant 
attention que u et A augmentent pendant que 6 diminue , 


d.(u+9)=du~d6 et db— dfiadbcos'uoos A</A»— d6 sin'u; 


de plus , pareeque dL — 
après les substitutions , 


— e*âinVa)* jù a 

; ^ tangu, on troun 

ita(i— a») 


O ( 1 — «*) lin’u — Bp coaL coi’u ( i — **iin* t)* 

Pour tous les points du parallèle ~noyen de la carte, u= o et A=X ; 
l'expression précédente se réduit alors à la suivante 


ç = 


Ba ( 1 g*) V 

— Bp coi ^ ( I — «*5in’x )* ^ ^ 


y étant le rayon oscnlatenr du méridien elliptique à la latitude X. 
De là il est aisé de comparer entre elles les courbures des parallèles 
et des méridiens. 


Méthodes pour déterminer les points d'intersection des méridiens et des 
parallèles avec les lignes du cadre. 

i6. L’éqnation d'un parallèle est , en prenant le point C pour eii- r«. 
giue des coordonnées , ‘ ■ ' 

A'*+r* = iî*;' 
mais, par ce qui précède , 

X=t — xz= t— x' et Y =y + 7 t.) : 
eette équation devient donc , en faisant t — X£.j as ij.) , pour 
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abréger ; 

( 'w — ■^ )* + (/(•) +y y = 

Soit en général 

0 <= X’f, 

réqnaüon d’une droite parallèle à l’axe des^' ou à la base du rectangle 
qui représente nne feuille : alors les coordonnées du point 

d'intersection de ces deux lignes seront 

x' = a-f, et y = — j ± V'i^ — (/(.) — x^}*. 

Relativement à la carte de France , les intersections avec les bases de 
la feuille se détermineront en faisant successivement , dans la valeur 
ci-dessus dey, = o“,5 et x^ = o : si cette valeur est imaginaire, 

le parallèle ne coupera aucune des bases dont il est question. Dans ce 
cas , soit 



l'équation d'une droite parallèle à la hauteur de la feuille , on aura 
généralement 

y = ± vZ-fl*— 

Les valeurs particulières de x' s’obtiendront en faisant successivcmcnl 
dans cette formule, r = O", 8 et r = o : ce qui est de toute évi- 

dence. D'après la fixation préalable des sommets des angles des 
quadrilatères formés parles méridiens et les parallèles, on jugera 
sur-le-champ laquelle de ces deux formules doit être employée. 

11 est inutile d'observer qu'il faudra multiplier par le rapport ^ de 

l'échelle , les élémcns R et t de ces mêmes formules , afin de les 
avoir en p^tics du mètre réel : de cette manière les valeurs de y 
et x' seront elles-mêmes absolues et pourront être portées immé- 
diatement sur la carte. Cependant lorsque la courbure des paral- 
lèles sera insensible dans l'intervalle d'un méridien à un antre , 
comme dans la ligure 8, on pourra tracer de suite la portion de 
parallèle qui doit couper les lignes du cadre, en l’assujétissant à faire 
avec le méridien , un angle égal a celui du quadrilatère à former : 
^et angle ^ra doitaé soit poiu* la formule du n° i3, que l'on peut 
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réduire en table, soit par l’un des quadrilatères déjà construits dans 
l'intérieur du cadre de la feuille , et le plus voisin de celui dont il 
est question. 

Les projections des méridiens étant en général des courbes trans* 
cendantes, la solution rigonrcusc du problème actuel serait extrê- 
mement compliquée ; mais il est heureusement permis , dans cette 
circonstance , de considérer ces lignes comme des courbes du genre 
parabolique, et de faire usage des méthodes d'interpolation, pour 
trouver leurs points d'intersection avec les ligues du cadre de la 
carte. Parmi ces méthodes , je choisirai celle que M. Lagrange a 
exposée dans ses Leçons aux Ecoles Normales, parcequ'elle est 
fort simple et qu’elle se prête aisément au calcul logarithmique. 

D'abord si dans toute l'étendue d’une feuille ayant les dimen- 
sions prescrites par le Dépùt général de la Guerre , les méridiens 
ont une courbure insensible , on pourra sans inconvénient les assi- 
miler à une ligne droite ; et pour lors, si l'on ne connaît que deux 
points d’un méridien , la théorie des lignes proportionnelles sera 
applicable à la solution du problème proposé , tontes les fois que 
ces deux points seront trop près l'un de l’autre pour pouvoir donner 
avec assez de précision , la direction de la droite qui les unit. Dans 
tous les autres cas , voici comment on procédera ; 

Soient X, JT, ; x^ jr,i X, J, les coordonnées des points 

M, M, M, de l’un des méridiens de la carte, et comptées 

de l'angle le plus voisin du centre du développement ; points qui 
représentent les intersections des parallèles avec ce méridien. Soient 
en outre x^ y ^ les coordonnées d’un point quelconque de la 

courbe Cela posé, on a , parla méthode de M. l.agrangc , 

J ^ -f- i 

A y B , C. . . . étant des coelllcicus dont les valeurs sont 



(jg— -Tl) {Xy, —X ,).. . 

( X. — X.) ( X, — Xj) CX, — X()... 

— J~.) ( — J3) (j,,— J4) -- 

(x, — X, ) (x^— X, ) (x.— Xj)... 


(x„ — X.) (x,, — X.) (x,,— Xj)... 
(xj — X.) ( rj — X,) (xj — Xj)... 


t"B- 8- 
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( V oyez la seconde édition de mon Recueil de Propositions de 
Géométrie , page ai8 , ou le Calcul dijférentiel de Lacrohc). 

Il sera tonjours suffisant de n'employer que trois points ; deux 
dans l'intérieur de la carte , et un au-dehors : alors on aura sim- 
plement 


(J^— xQ(x^— j>) (J^— xQ (x^— x,)(x^— X.) 

^ (i!.— iOCj".— arj) (*.— x.Kx.— xif (xi— x,)(xr— X.) ^ ’ ' 


et lorsqu'on fera jc = o , cette valeur se réduira à 


»• — Y _i y _i_ -*•« V 

J (x.— x.)(x,— X3)-'*~(X,-^,)(X.— Xj)-^* ^(x,— X,){Xï— Xj-'*’' 


X. Xj 


L'application de ces formules demande'qu'on ait égard aux signes 
qui doivent affecter les coordonnées des points connus. Si les mé- 
ridiens coupent les hauteurs de la feuille , il faudra , dans ces deux 
formules , changer_y en x , et vice versa , et faire ensuite = o“,8 
dans la première, où maintenant x^ = o* 5 , en vertu de la conven- 
tion établie. Cette méthode qui a toute la généralité désirable , et qui 
est d'ailleurs fort courte, pourrait aussi être adoptée relativement 
aux parallèles. Au surplus , quel que soit le procédé qu'on emploie, 
il importe de tracer les méridiens et les parallèles avec beaucoup de 
soin et de précision , afin qu'après l'assemblage des feuilles , ou 
n'aperçoive ni rupture ni rebroussement dans les lignes qui doivent 
se réunir et former des courbes continues. 11 est vrai que cette con- 
dition est bien difficile à remplir pour la gravure , pareeque le retrait 
du papier, après l'impression , ne se fait pas toujours également pour 
toutes les feuilles ; aussi lorsqu’on veut parer à cet inconvénient 
le plus qu'il est possible , a-t-ou soin d'éprouver d’avance le papier 
destiné à la gravure de la Topographie. 


Méthodes pour projeter, sur la carte, un triangle dont la projection 
de la base est ‘connue. 


17. Première solution. Pour résoudre graphiquement ce problème, 
je supposerai que les projections des côtés d’un triangle sont sensi- 
blement des bgues droites , et que les quadrilatères formés par les 
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mcrliEens et les parallèles Je la carte , peuvent être considérés 
comme des parallélogrammes ; hj'pothèse qui se veriflc dans la 
pratique : or, soit Af la projection d’une des extrémités du côte 
connu MN dans le quadrilatère jiBCD-, on projettera d’abord ce 
point M dans le rectangle ABC U ainsi qu’il sait. 

Par le sommet de l’angle D et par le point A/, on mènera la 
droite DK , puis l’on joindra et ayant mené Mhf parallèlc- 

mentà AB, le point AZ* sera, dans le rectangle AUCB, la projection 
du point .iV. , 

Soit N la projection de l’autre extrémité de la base du triangle 
proposé dans le quadrilatère ABCD-, on projettera de meme ce point 
dans le rectangle ABCU , à l’aide des droites CiVi , êri et de la 
parallèle iViV' au côté AB : alore la droite A/'iV' sera le côté du 
triangle dont il s’agit., sur une carte où les quadrilatères seraient 
rectangles , c’est-à-dire où la projection orthogonale ne diiTérerait 
pas de la projection modifiée de Flamstéed , ainsi qu’il est très-ai.sc 
de s'en rendre raison. Si donc sur M'N' on coustruit , sans aucune 
altération, le triangle donné M'N'P' , ensuite que l’on projette, 
par la méthode précédente , le point B dans le quadrilatère 
ABCD , le triangle MNP sera celui qu’il fallait construire sur la 
carte ABCD. Voici, au surplus, comment on obtient cette der- 
nière projection : 

Soit menée la droite CP'M , ensuite MN parallèle à AB , puis F‘«- 
NC, et enfin PT paj-allèle à CD j le point P sera la projection 
cherchée. 

. . ‘ 

Cette construction extrêmement simple , et qui évite tout calcul , 
peut être employée pour projeter sur la carte tous les triangles sccon> 
daires, dont on ne calcule ordinairement ni les latitudes, ni les lon- 
gitudes des sommets. 

Deuxième solution. Si on voulait résoudre ce problème par le Fig. 
ealcul , il £uidcail déterminer la projection des angles adjacens à la^ 
base donnée MN; ce qui exigerait que l’on eût une formule pour 
déterminer la projection d’uii angle formé sur le sphéroïde par un 
méridien et une autre ligne quelconque de plus courte distance; car 
tout angle étant toujours la ditlerence des azimulbs de scs côtés, il est 
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évident que sa projection serait aussi la difTe'rcnce des projections de 

ces mêmes azimulhs. 

Cela posé , soit gfh un angle formé sur la terre par on méridien 
fg et un côté /7i de triangle, et GFH la projection de cet angle 
sur la carte. Si l'on conçoit deux parallèles à l’équateur , , ph 
infiniment proches l'un de l'autre , le triangle élémentaire , rec- 
tangle tng , donnera^ = tangy: mais par la propriété de la projec- 
tion , les arcs conespondans gh, C//sont égaux ; et, sur la carte , les 
deux triangles infiniment petits HKF, FKG sont rectangles; de 
plus FK —Jg ~ dR , R étant comme ci-devant le rayon du paral- 
lèle FiV; ainsi angle GFIl ou F=GFK+KFH, elgh=iGK+KH -, 
par suite j' ' 

. GK + KH OK , KH 

‘a“g/=— + 

d'ailleurs > 


., 1 , 


GK 

FK~ 


KH 


Etang U, et tang IT/'j7 = tang (F~~«)= 


donc 
et enfin 


*““g/= tang(F— u).+ Ungu; 

«■"(/- 


tang (jF — u) = tang f — tang u : 


■ u) 


co*/cô*u * 


Dans cette formule , u est connu, puisque par le n* i8 , on a 
tang uz= P sin L— 8 : il est donc possible de déterminer la pro- 
jection F de l'angle f , et par suite de résoudre numériquement le 
problème proposé. 

Lorsque l’angle u est fort petit, comme il arrive, même aux limites 
de la carte de l'Empire Français, l'angle yet sa projection indiffèrent 
fort peu l'un de l'autre. Dans la même circonstance , les petites dis- 
tances mesurées sur la terre sont très-peu altérées sur la carte 
fn* i4) : ainsi l'on peut poser en principe, que , non loin de l’origine 
des méridien et parallèle moyens , les petites figuj-es formées sur le 
globe terrestre, et leurs projections, sont h fort peu près semblables : 
voilà pourquoi l'on est autorisé à figurer le terrain sur les bandes 
mêmes assujéties à la projection modifiée de Flamstéed. Au surplus, 

quoique 
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quoique dans la rigueur mathématique celte projection et l'ortho- 
gonale ne peuyenl jamais coïncider, les erreurs commises dans 
les levés en procédant de la sorte , au lieu de s'accroître sans 
cesse , s'arrêtent au contraire à tous les points trigonométriqucs 
qui servent de points de raccordement , et qui ont été projetés 
exactement sur les bandes. 

Propriétés singulières de celle projection. 

18. On doit placer au rang des propriétés dont jouit la projection 
dont il s'agit, celles qui naissent des remarques que j'ai déjà faites 
dans le cours de ce Supplément ; savoir : 

1*. Sur le méridien rectiligne de la carte et les parallèles, les lon- 
gueurs sont les mêmes que sur le globe terrestre. 

a*. Tous les méridiens coupent à angles droits le parallèle 
moyen. 

5 *. Les petits arcs de méridien ayant même amplitude, sont sen- 
siblement égaux entre eux , au voisinage de ce parallèle , ou du 
méridien moyen. 

4 *. La présente projection s'identifie absolument avec celle de 
Flamstéed proprement dite , lorsque l'on prend l'équateur même 
pour parallèle moyen ; auquel cas les méridiens et les autres paral- 
lèles sont placés symétriquement de part et d'antre du centre du 
développement. 

J’ai à prouver maintenant que les projections des aires du sphé- 
roïde terrestre sont dans les mêmes rapports que ces aires. Pour 
cet effet , je dénoterai par 2 l'aire d'un qtiadrilatère formé , sur la 
terre , par deux méridiens dont la différence de longitude = /? , 
et par deux parallèles dont les latitudes sont o et L. J'appellerai de 
même 2' l'aire de la projection de ce quadrilatère. 

D’abord, en prenant toujours pour équation de l'cUipse généra- 
trice du sphéroïde terrestre , 

-{- l'x' = a'b'f 

l'axe de rotation sera celui des jr ; ainsi la différentielle de l’aire 2 
Élisant partie de la zône entière engendrée par la révolution de l'arc 9 ' 

7 
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de l'ellipse autour du petit axe b, sera en général 


d1 = — pxth : 

ÎICÛ • 


or , X étant ici le rayon du parallèle à la latitude L , on a , 
U* 7, 

X =p: 


a co« L 


de plus 

parconséquent 


Jaz 


di = - 


( I —e'àn't.y 

g (i —e')(IL 
( 1 — 

. 

O ^ ( 1 — e“ «in* i)“ 


i«. D’un autre côté , il n’est pas dillicilo de Toir qtie l'élénienl do l'aire 
1.' z= BMM'B' peut être représenté, à un infiniment petit près du 
second ordre, par réléiueiit liMmb correspondant du secteur cir- 
culaire BMC , dont s, est l'arc et R le rayon : or ce dernier élé- 
ment est la dilTérence des secteurs semLlables bmC; d'ailleurs 

BC = B , Bb dR} ainsi on a . : 


. ,, (R— Jfl) 


par suite 


secl. BMC = — , sect. hmC 

O ^ 


_s, {R—iRY 
art ' 


et 


sect. BMC — sect. bmCzzs s^dR, 
en négligeant les termes du second ordre ; donc ’ 

— StdR., 

Mais par ce qui précède , 

COJ L 


= ap- 


donc 


( I — e*«ln*i)* 

= dT, 


et dR=dff} 


et comme les deux membres de cette équation doivent être intégrés 
entre les memes limites, il s'ensuit que Z=2'; ce qu’il (allait prouver. 



A B — I , 

1 

to 

II 

0 

A = -, 

B—--, 

a ’ 

a ‘ 

wb*p sin L> 

rdL.co»Ts-t 

4«o L.I— e*sin*Zi 

' J i — 
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Pour eflecluer récUenient celle inlégralioii , soit S , ou 

^ Ç rf.iîn fs ^ b* ï~ ^ ^ I ü /^rns f.dfs^ 

aoo ^ J (i — c'aiii*/,)* SCO ^l_i — «'iHU'/. ”* J i — ’ 

^ et B clant deux coefficiens constans qu’il s’agit de déterminer. 
Dincrenciaiit de part et d'autre , réduisant au même déuominaleurj 
et comparant les termes homologues , on aura 


d'où 

parcooséquent 


L’intégrale du second terme de celte expression se présente sous 

s. g, . . ('dfs Cmfj I, /i+rsiiit\* . . 

forme üme, punique y - . a.ns. 

4co Li — e'sin’Z, ^ “ K i — e «in LJ 

sans constante , parce qu’elle est nulle lorsque £= 0 . Toutefois il 
est possible d'obtenir un développement en série qui précède sui- 
vant les multiples du sinus de L-, car en vertu des transformations 
efl'cctuées au n" 7 , 

^h’p s . X P «in L . P dfs.coffs “V ^ 

400 ' * ' ^ ^ L.I + n coi aL j • + n cos aLj ' 
or 

r ^ 3mcos2£-f-îm‘cos4£ — am’cosCZ-|-..],' 

et pareequ’en général j cosLcosftZ = cos (ftr-i-i) L-t-cos(/t—j) Z , 


(*-"’) 


_/(/£. pcos Z (t-ni) — (m — m’)cos 3Z-t-(m'-m') cos 5Z 

L — Çm'-m') cos 7£-f-. . .J ’ 
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divisant cl multipliant tout par (i — /n) , on obtient, apres l’inlé- 

graliou , 

‘ , [sin L — I sin 5L-+-f sin 5L — j tv? sin jL-f-. . . .], 

(>-«*)• 

puisque la constante est nulle. 

D'ailleurs à cause de 2 sin Lcos/4Z=sIu )i — siu(/4 — 1}£, 

On a en outre , 


— = — "t — fsin£ — msin 3i+/n*sin 5Z. — nPsin 7L-+-. . . 

.Substituant ces deux séries dans l'expression ci - dessus de 2 , 
et réduisant , on trouve déGnilivemeut , eu faisant attention que 
■ +n I ■ + « O 

2 = ^^^psiu £— ^m(2 + /«)sin 3L -f”i m*(3-l-2TO) sin 5L 

L — ÿ m' (4 4- ’im) sin 7X4-... J' 

Si on introduisait dans ce résultat, pour m sa valeur 


I — b 


■ h' 


aurait précisément la série que )'ai donnée à la page 324 
Topographie. 

Il suit de là qu’en désignant par L et L' les latitudes de deux 
parallèles, et par^, p' les longitudes de deux méridiens , l'aire 
du quadrilatère compris entre ces lignes sera, en faisant d'ailleurs 

sin^ eus ♦ — j m ( 2 4- »> ) siu 3p cos 3® 

4- î "»* ( 3 4- ï'") S'“ ^ 5® 

— fra’(44-3w) sin 7^ cos 7® 


^Vs 

100 / 


]■ 


série dont le terme général est évidemment 

[' + C‘~0"'] (»'— 0 ? cos (2i— 0®^, 

le signe supérieur ayant lieu lorsque i, qui est le nombre des termes, 
est impair, et le signe supérieur devant être pris dans le cas con- 
traire. On a par là le moyen de calculer l’aire de l’étendue d’un 
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pays dont on a construit la carte à l’aide des latitudes et des lon- 
gitudes; mais il est possible de calculer tout simplement les aires 
des quadrilatères d’une carte, ainsi que les autres espaces qu’elle 
renferme , par les moyens qu’oflrc la Géométrie élémentaire , toutes 
les fois que l’on a fait usage du présent système de projection. 

Ceux qui voudront rechercher diverses expressions du volume 
d’un segment de sphéroïde terresire, compris sous des hases paral- 
lèles au plan de l'équateur, n’auront pas de peine a les trouver d’après 
ce qui précède. Par exemple, si o et/, sont les latitudes de ces hases, 
le volume de ce segment sera donné par la formule suivante : 

Fz=^fx'djr = sin L (, _i 5 

= 'Jth'y' sin L — g sin*/.^ , 

ou par cette série régulière et simple, 

— g J, siu*Z (i +e*sin*L-l-e‘sin*i -1-. . 

y’ et y étant , comme au n" 9 , les rayons de plus grande et de 
plus petite courbure de la surface du sphéroïde terrestre, au point 
dont la latitude est L. 

19. M. le colonel Henry , en s’occupant de recherches analogues 
à celles qui font l’objet de ce chapitre , comme je l’ai déjà 
annoncé , a démontré , d’après M. Legendre , que lorsque la tan- 
gente à l’ellipse , comprise entre les prolongemcns des demi-axes , 
est égale à leur somme , la différence des deux portions du quart 
d’ellipse, séparées par le point de contact, est précisément égale à 
celle des demi-axes ; propriété très-remarquable en effet , mais 
qui est une conséquence très-naturelle d’un théorème que l'on doit 
à Euler, et par lequel on peut obtenir indéfiniment deux arcs d'el- 
lipse dont la difl’érence soit exactement rectifiable. Comme cette 
propriété entraîne avec elle des simplifications dans les formules 
relatives à la projection actuelle , considérée dans un de ses cas par- 
ticuliers , je vais traiter le problème dont il s’agit avec toute l’étendue 
convenable. 
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Prentnt encore pour équation de l’ellipse celle qui est rapportée 
au centre , l'équation dill'érenUelle d’un arc de celte cuurbe est 


JS Z 


_ — d.v y/o» — 

V/u” — 


— dx ^ a 


a * — />* 


y a’ - 


je prends le signe moi«j, pareeque S commence à l'équateur. Si 
ou fait a' — e*x* = 3‘, z étant une variable, On aura 


et par suite , 



dSz= 


U(o> — *•) (»•— 


Pour un autre arc S" commençant de même à l’équateur , et 
finissant à l’ordonnée qui répond à l’abscisse oif, on aura pareil- 
lement 

— d.r' t/a* — f*j'* _ 

O" — x‘‘ ' 

et si l’on fait a* — t'x'‘ = , il s’ensuivra que 


partant 


«* — A* 

» l/n* — !’* ’ 



— a*b*dz 

V/(o* — — Û-) 


Maintenant dilTércnciant la fonction — — îAl;: — tl ^ en regar- 

dant s comme variable , on aura 

^ y' («' — 1*) (i*— A') z’dz c'A'rfg 

* y (a’ — 4‘) (i — i’} i* p' («• — a*J (s*— A’) ’ 

et intégrant, il viendra visiblement 


V/(aW)(t»-A-) 


.S-j- y-f- const. 
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Dans la vue de déterminer la constante , supposons que .5 égale 
le quart de la circonférence de l'ellipse, c’est-à-dire, soit S= Q ; 
alors x=o , z—a, et V^(a* — — A*) = o. Dans la même cir- 
constance = fl, et y = 0 ; l’on a donc 


et parconséquent 


const. = — Q , 

( Q _ y ) _ 5 = 

mais Q — y = S’ est un arc d’ellipse commençant an pôle ; donc 
S' — S: 


(d* — 


11 suit de là que la différence des deux arcs 5,5* est une quan- 
tité algébrique dont la valeur dépendra de celle qu’on pourra 
attribuer à z. Si l’on cherche , par la règle connue , le maximum 
de cette différence , on trouvera qu'il a lieu lorsque z = \/ttl ; 
dans ce cas 

y— 5 = 0 — i, 

et 

x = -4^ = a<: 

V/a-t-6 

or par le n* 7 , *= — °‘"* — r; ainsi dans l’bypolhèse présente, 

(1 — c*sin*Z-)‘ 

v/ O C09 L 

\/a + b (1— rtin'i)*' 

Elevant tout au quarre, l'on a 


par suite, 


à 

tang'L 


— e*)tang*/.’ 
à fl 


■ y 


0(1 — e*) 

De cette valeur et de celles ( 4 ), (5) et (i) du numéro précité, 
il résulte nécessairement que 

/(o=fl, r(,) = ê, = 
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en désignant par f(,„ f(.)> 'Tï'w ce que deviennent <, C, ni lorsque 
tang*X se change en tang*Z = D’après cette notation , et à cause 

J ■ r 

de sin L = — , on a 

donc si on prenait /)(.) = a pour le rayon du moyen parallèle de 
la carte , on aurait /!(,) , et par rapport à tous les points de ce 

parallèle , 



ce qui est de toute évidence. 

Voilà ce qui constitue la théoiie de la projection modifiée de 
Flamstéed, ou de la projection conique altérée , dont je n’avais donné 
qu’un léger aperçu dans ma Topographie. Il convient maintenant 
d’en faire des applications , et c’est l’objet que je me suis proposé 
dans le chapitre suivant. 


Di oitlzed bv Gpggle 
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CHAPITRE III. 


Solutions numériques de divers problèmes relatifs à la - 
projection précédente. 


ao. JLia latitude et la longitude ttun point étant données , trouver 
les coordonnées de ce point , prises à partir du centre dudéveloppe~ 
ment de la carte , supposé à 5o“ de latitude. 


n est évident que c’est de la solution de ce problème que dépend 
U construction du canevas d’une carte ; ainsi , par exemple , pour 
déterminer les points d’un même parallèle ou d'un meme méridien , 
il faudra supposer la latitude constante et la latitude variable , ou 
réciproquement; mais il s'agira ici de la projection d’un point 
quelconque. 

Soit £=54‘,a55o la latitude du point ilf, situe dans la région 
nord-est, et p=8<‘,-jio5 la dilTérence des longitudes de ce point et 
du 'centre d du développement ; trouver l’abcisse et l'or- 
donnée /"Af - .. . I . 

Première solution. Suivant les n°* 10 et 1 1 , on a_ - ^ 

= iooooo"^-f-a8635",49sin*(p — i3“,4i sin4?-^“,o3i sin'3:p 
iî= 6385290“ — (T = < — 0-. I 

Iog'lb~6,8o5i8i 14— o,ooo65i 1 iG cos aZ^-o,o<obooo488i eos^L. 


®=r cosi(^) ; 

r 

x = t — /îcos6, /=/lsin6, 
=o-.f7Ungifl, ; 

et en vertu de l'énoncé du problème , ^ - 

Z=54®,a55o, ^ = 54'",a55o~ 5o' /’=8»,7 io5, 

8 


Fig. 4. 
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Calcul de r. 


a* terme. 3* terme. 

log constant =r 4A^^?44~h constant = 1,1374388 — 

logsinip =8,8244933 log si n 4^ =9,4316941 

idem = 8,8344933 log 3* terme = 0,5491339 — 

log 3* terme a,io58588-H S* terme •— 3“,54 

a* terme = -J- i37“,6o 
3* terme = — 3, 54 

Somme. ...+ >34> 06 u\ 

1“ terme , 

ou looooo^ =435300, 00 
I ff =s 435434, 06, 

delà il = t—9' = 5959866", 

et log il= 6,7752565. 

t Calcul de log TE. 

a' terme, 3* terme. 

log const = 6,8i366 — logconst = 3,6885i 

log cos ajL = 9,12455 — log cos 4L = 9,98450 — 

5,938a 1 -t- 5,67381 — 

3* terme + 0,00008674 3* terme — 0,000000471 

3* terme — 0,00000047 

, somme 0,00008637 

i« terme 6,8o5i8ii4 _ 

, log TE s: 6,8063674 . 

Calcul de Pangle 6, 

T log TE = 6,8o5aÔ74 
log cos'Z = 9,8 1 84408 
comp log il = 5,3347655 
log p, = 0,94 00451 

log 6 = 0,7885148 

fl = 6 «,i4'49'- 
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* , 

Calcul des coordonnées x et y. 


V ttleur de y. 

log R = 6 , 775 a 365 
l«g sin 6 = 8,9839601 

= 5 , 750 ' 9 <^ 

J = 574376“,4 


a* valeur de x. 
log R = 6 , 775 a 365 
log cos 9 = 9 > 9979 ?W 

log X z= 6 , 773 aio 3 t = 
X = 5933134 — 


X = 


1" valeur de x. 

loe r = 5,7591966 
Ung 1 8 = 8,68 39431 

4.4451 387 

jUngi9 = a774a’,t 

•f> 0 - = 4^5434 > • 

. I X = 4534 66 , a. 


6385390 " 

593a I 24 

453 166 , comme par le 1*' calcul. 


Les deuK coordonnées dn point df , à partir du centre du de'ye- 
loppement, sont donc, à réchellc de 1“ pour i“, 

x = 453 166-, 7 = 574376-. 

Si la latitude de ce point était pins petite que celle du parallèle 
moyen , il fiiudrait prendre x= e —7 tang 4 8 , et pour yaieur de 
(T celle qui est donnée par la dernière équation de la page 3 a. Alors 
selon que x sera positive ou négative, sa valeur se portera au-dessous 
ou au-dessus de’ l’axe XV, comme cela est évident. 

• I 

La formule qui donne la première valeur de x , doit , surtout , être 
employée lorsque l'angle 8 est très-petit , afin de se prémunir contre 
l’erreur des Tsdiles de logarithmes. 

Deuxième solution. On calculerait beaucoup plus rapidement les 
coordonnées X ,7 à l’aide de Tables auxiliaires qui donneraient 8 
et ir. C'est dans celte vue que j’ai mis i la fin de ce Supplément une 
Table des amplitudes des arcs de parallèle sur la présente projec- 
tion , pour i« de longitude ; ces amplitudes répondent è l’équation 
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9 = ;,cosZ© , dans laquelle = i<=; et au moyen des difTé- 

renees premières et secondes qui se trouvent dans cette Table I, 
l’on pourra obtenir les valeurs de fl pour tous les parallèles menés 
de décigrades en décigrades , depuis la latitude de So*^ jusqu’à 
celle de 70“. Voyez pour cela l'explication qui précède la Table. 


Quant àja valeur de l'arc ff , elle sera donnée par la seconde 
partie de la Table lll du Traité de Topographie. En elTet, puisque 
dans l’exemple ci-dessus, (f = faudra prendre dans cette 

Table les quatre nombres qui sont vis-à-vis les latitudes 5o, 5i , 5a , 
53“, et le nombre suivant iooo6a“,4 multiplié par o“,a53 ; la somme 
sera 4a54a5" : c’est à d'unité près la valeur de a obtenue ci-dessus. 
Cette différence, qui n'est d’aucune importance, vient, d’une part, 
de ce que les nombres de la Table ont etc calculés pour l’aplalis- 

sement ^ , tandis que j’ai introduit. dans toutes mes ibrmples l’apla- 
tissement ; et d’autre part, de la supposition que j’ai faite , que 

les parties d'un grade de méridien ayant même amplitude , sont 
égaies, ce qui n’est pas rigoureusement vrai. 


11 faut pourtant avouer que l’usage de la Table qui donne l’angle 6 
n’est réellement commode que pour calculer les coordonnées 
déà. points des quadrilatères de la carte : voici, dans tout autre cas , 
la manière d'abréger les calculs de la première solution. . . , 


On cbcr|Cb'cra , comme on vient de le dire, la valeur de c au 
moyen de la Table ’précjtée, et ensuite la valeur de log Tbà l’aide 
de la Table IX du Traité de Géodésie ; car à cause de 

’fi, I • I / - ' ' * ,1 

a uv ^00 


U: 


on a 

I mo' jng'q'j, — log (^facteur de la 7'flAfc) -f-log : 


donc an logarithme du facteur fourni par cette Table on ajoutera 
le logarithme constant i,8o588oi, et la somme sera le log de “ïô. 
Dans l'exemple ci-dessus, on a i. =r 54“,a5, ainsi la Table 
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donne 

log facteur 5,ooi583o, 

ajoutant log const i,8o588oi , 

on a log % = 6,8o5a65 1 , 

logaritlime qui est , de 4^ unités du dernier ordre , plus petit que 
celui que j’ai trouvé plus haut. Cette différence a bien peu d'in- 
fluence sur les résultats que l'on cherche en ce moment; cependant 
on pourrait augmenter d'environ o,ooooo4o tous les logarithmes 
de la Table IX, aGn d’établir plus d’accord entre eux et la formule 
employée dans la première solution; ou bien porter le logarithme 
constant dont il s’agit ci-dessus, à i,8o3884i. Voyez la Table II 
de ce Supplément qui présente le modèle de tous les calculs d'un 
point quelconque de la projection. 


ai. Trouver dans quelle feuille t^une carte doit être projeté un 
point dont on connaît la latitude et la longitude. 

Supposons que cette carte soit au , c’est-h-dire qu’une lon- 
gueur prise sur le terrain , y soit représentée par sa 5oooo“'"' partie ; 
supposons en outre qu'il s’agisse d’y projeter le point M déterminé 
par le problème précédent. D’après ce qui a été dit au n* 1 1 , pour 
transporter l’origine des coordonnées h l’angle de la feuille le plus 
voisin du centre de développement , il Ëiudra d’abord multiplier 

les valeurs ci-dessus de a: eî j par le rapport et l’on 

aura 

g^ = 9-,o635a, 5 ^ = ii-,4875a. 

pour les longueurs absolues de ces lignes : or cherchant combien 
9*,o633a contient de fois o”,5, et combien ii'*,4875a contient de 
fois o’',8 , et ne tenant compte d’ailleurs que des parties entières pt 
et /u' des quotiens (n* cité) , on aura 

= 18 , = 14. 

Ainsi les coordonnées de la nouvelle origine seront, en valeurs 


Tif. 5 . 


xibsolucS) 
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•»-(.)==o",5 X «8 = 9 -,o et /cj = o-,8 X i4= ii",a , 

ou en parties de l'ccLelle de la carte, 

= 45 oooo“, _/•(,) = 56 oooo“ ; 

le point M se trouve donc dans la feuille numérotée ainsi que le 
représente la Ggure 5 , puisqn’en général le numéro de la hauteur 
de la feuille est i , celui de la longueur ( n* 1 1 ) , et que 

les coordonnées sont positives. 

Quant aux coordonnées x' et,;'' rapportées à l’angle de cette feuille, 
elles sont en parties du mètre réel , 

x' = X — X(.) = 9 “,o 655 a — 9“ = o“,o 633 a 
y = X — jç.y = I i“,4875a — I i-,a = o”,a875a , 

on en parties de l’échelle de la carte, 

x' = 3 i 66 ", 
y = »4576*. 

11 suit de là que l'on pourra très-facilement projeter le point Jlf 
sur la feuille en question , à l’aide des valeurs de ces dernières 
coordonnées, soit avec une mesure divisée en demi-millimètres, soit 
avec l'échelle même de la carte. 

Si ce même point devait être placé sur une bande de la carte , et 
que le rapport de l’échelle de la feuille à celle du levé fût celui de 
I : 10, il faudrait évidemment multiplier les valeurs absolues ci- 
dessus de x' et y par 10, afin qu’elles fussent les coordonnées 
absolues du point Af relativement à ces bandes ; et comme je sup- 
pose que sur ces mêmes bandes l’on ait tracé les ligues de raccor- 
dement des feuilles , le problème d’y projeter les points trigono- 
niétriqucs du canevas se résoudra avec la même Êicilité que sur la 
réduction même des levés. Cependant lorsque les méridiens et les 
parallèles seront tracés de décigrades en décigrades, et que l'on 
aura calculé les latitudes et les longitudes des sommets des triangles 
du premier ordre , on pourra tout simplement projeter ces points 
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sur les feuilles ou sur les bandes, ainsi que je l'ai enseigne' au 
n* la; et ensuite projeter les triangles secondaires p.ar la nictliode 
du n* 17 , méthode qui peut d’ailleurs se simpliGer beaucoup, puisi(ue 
l’on a évidemment iViV'î=/jn', MM' — mn{ et PP z=pp‘. 


33. Déterminer les angles des quadrilatères formés sur la carte par 
des méridiens et des parallèles. 

Suivant la théorie exposée au n* tS, l’angle d’un quadrilatère, do^t 
l'ouverture est dirigée vers l’axe des x ou le méridien moyen , et 
vers le nord, a pour expression 100° — u, et l’on a 


tang U = {p i\a L — fl ) ; 


wp ftin L 


5TÎ 

aoo* 


Pour appliquer cette formule à un exemple, admettons les mêmes 
données que ci-dessus ; c’est-à-dire , supposons que le sommet de 
l'angle dont il s'agit, ait respectivement pour latitude et pour lon- 
gitude , 

Z= 54 ®,a 53 o, et t7 = 8“,7io5; 

on aura alors 

fl = 6 “,i 449 » 

et en procédant par logarithmes , on trouvera 

Premier terme. 
log et = 0,4971499 

comp. log aoo = 7,6989700 Deuxième terme. 

somme 8,1961199 8,1961199 — 

log P = 0,940045 1 log fl = 0,788s 1 48 

log sin L = 9,8766411 log a* terme = 8,9846547 — 
log i« terme = 9,0138041 a* terme — o,o^ 5 a 5 g 

i" terme -f- 0,1039933 i" terme -f- 0,1039933 

> tang U = 0,0064685 

log tang U = 7,810790a 
U = o®, 4 ''* 7 *®* 

Ainsi l’angle cherché = 100“ — o', 4 i 178 = 99®,588aa. 

J'ai lait connaître au n* 16, de quel usage pouvait cire la solution 


Kig. .J 

«l 19- 
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numéi'iqiie de ce problème, et j’ai même indiqué un moyen très^ 
simple, cl toujours suffisamment exact dans la pratique, d'ériter tout 
calcul à cet égard. 

Je terminerai ce numéro en obserrant qu’en plaçant le centre du 
développement sur l'équateur même, c'est-A-dire en fiûsant X=o, 
tous les parallèles deviennent des lignes droites perpendiculaires 
au méridien moyen ( n* i4) ; de sorte que les formules qui se rap> 
portent à ce cas, sont 

< = 00 , E=oa, 6 = 0 , tangu = ^sin£, 

— — ^sin ai-f-^sin 4£ — ^sin 6£ +• ■ •} • 

ou 

<r=;^[Z-^sin aE + ^sin4£-gsio 
P O» ( 1 4- ")* CO» L 

X — 9, r=f,= -i— . i r; 

' J aoo , , , . i ■ 

(i + n cotât.) 

elles dérivent Immédiatement des formules générales du n* ii. La 
première valeur de 7 peut aussi s'obtenir de suite, en changeant X 
en Zi, dans celle de S donnée page ay. 

a3. n serait possible d’étendre davantage cette série de questions, 
mais celles qui précèdent sont vraiment les seules importantes; et, 
comme je l’ai déjà dit, quand on possédera les grandes Tables citée;; 
au n* 1 1 , le tracé de la projection actuelle se fera sans le secours 
d'aucune formule. Au surplus , les Ingénieurs-géographes chargés 
de la confection des cartes faisant partie de celle de l’Empire Fran- 
çais, on qui s’y rattachent, peuvent, en attendant la publication de 
ces Tables , s’éviter la peine de calculer les coordonnées des points 
de la projection, puisque le Dépôt général de la Guerre se trouve, 
dès à présent, dans la possibilité de leur en fournir les valeurs. 
Quant à ceux qui s’occupent seulement de la Géographie , ils trou- 
veront dans le Traité auquel ce Supplément se rapporte , tous 
les détails convenables pour construire aisément les cartes propres 
à leur usage , d’après le mode de projection qu’il leur plaira 
d’adopter. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE IV. 

Formules pour déterminer les positions géographiques des 
sommets des Triantes du premier ordre. 


•a4- J’ai supposé, dans ce qui précède, qu’avaut de projeter sur 
une carte les sommets des triangles du premier ordre , l’on avait 
déterminé leurs positions géographiques, c'est-à-dire leurs latitudes cS 
leurs longitudes : or, les deux ouvrages auxquels ce Supplément 
*e rapporte, oflreat diverses méthodes de calcul plus ou moins ri- 
goureuses à ce sujet. Quoique le présent chapitre qui forme le com- 
plément de CCS méthodes, n’ait pas un rapport très-direct avec la 
théorie que je viens d’exposer , je n’hésite pas à publier les démons-- 
trations.de quelques-anes des formules que M. Legendre a données 
sur les triangles spheroïdiques , et que j'ai seulement trauscrites à 
la fin de mou Traité de Topographie. 

Soit P le pôle de la terre , s l’arc MAf de plus courte distance , i"g, ij. 
X, X' les latitudes vraies des points A/, A/’; ^|., >4.' les latitudes 
réduites de ces memes points, l la latitude vraie du point A où le 
méridien PA est perpendiculaire à la ligne géodésique A/.l/', et t sa 
latitude réduite ; P’, V les angles axlmutaux PMA , P M'A ; enfin 
^ et les longitudes des points A/, A/', comptées du méridien PA. 

11 s’agit de trouver des relations entre ces diverses quantités, dans 
l’hypothèse que la terre est un ellipsoïde de révolution , et que 
la ligne géodésique 6 est très-petite par rapport aux arcs PAI , PM'. 

Afin de donner plus de suite à la présente théorie , je reprendrai 
les démonstrations des formules fondamentales rapportées .an n“ 7 
do Traité de Topographie , maôs je les simplifierai à quelques 
égards. 

l5i O est l’équation d’une surface courbe quelconque , l’une 

9 
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de celles de la ligne la plus courte sur cette surface sera 

('). 

Or l'e'qualion d’un solide de révolution, quelle que soit d'ailleurs la 
nature de la courbe génératrice , est 

x*4-7‘ + /(s) = u=o, 

f étant le signe d'une fonction quelconque , et l'axe des z étant 
celui de rotation ; ainsi les valeurs des coelllcicus aux différentielles 
partielles sont 

= (!) = =/; 

l'équation (i) devient donc 

xddj — yddx —O , 

et en intégrant, l’on a 

xdy — jdx= cds. 

D'ailleurs si l’on fait CT ou z = t , TM' = /f , le triangle rec- 
tangle Cpm , dans lequel Cp = x , pm =jr et Cm = </ , donnera 
cvidemnient 

x—q cos ip' , y — q sin p'; 

parconsequent en différenciant , l’on obtiendra 

dx = dq cos — q sin 

dy = dq sin q>' + q cos ^'dp'j ^ ’ 

et l’on aura, par une combinaison de ces quatre équations, 
xdp — ydx = q'dip'. 

Concluons de là que 

q‘dp' ^ cds. 

D’un autre côté, le triangle élémentaire dm'M', rectangle en m', 
donne 

sin PM' A ou sin V — , 
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et lei dexix arcs semblables F G' = dp' cl a'm' élaat proportionnels 
à leurs ra)-ons respectifs CF' et 7 — c/y, l'on a 

drd = <]dp', 

en prenant toutefois CF' = 1 , et négligeant le terme du second 
ordre —dqdp'-, donc 

sin V' = , et y sin ^' = c ; 

ainsi la propriété de la ligne la plus courte est de rendre y sin 
constant. ' 

Observons en outre que l'on peut prendre pour méridien fixe , 
ou pour plan des xa , celui qui est perpendiculaire à la ligne géo- 
désique MM' — s. Soit donc PA ce méridien ; alors au point A , 
Tazlmutli F' = 100'^, et la constante c est égale à AJ , valeur 
initiale de y. 

De plus, l'équation diflférentielle d’un arc MM' étant 
ds = -t- djr‘ 4- </** > 

elle devient , a cause des valeurs ci-dessus de dx et djr, et faisant 
attention que s =:t , 

ds‘ =d^' + Jt'- 

Substituant ici pour ds sa valeur , ensuite éliminant dp', on a 

q'{'l'—c')dp'‘ = c‘{dt‘ + d^‘)'[ ... 

(y* — c>) </»• =xy»(c/f-i-c/y)j '' ''' 

Avant d’intégrer ces équations, il &ut en éliminer l’une des 
variables t , y à l’aide de l’équation du méridien mobile PM' F , 
qui est 

«*/• -f i*y‘ = a*i*. 

Mais pour parvenir aux résultats les plus simples, introduisons une 
nouvelle variable ■.)/', telle que l'on ait 

r = £ sin 
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auquel cas 4>' sera l’angle que forme avec l’e'quateur , le rayon h da 
cercle inscrit au méridien mobile PM', et dont la variable t est 
l'abscisse d’un de ses points. Cette valeur étant intràduite dans 
l’équation de ce méridien , on a 

ÿ = O cos >{/'. 

Il résulte de là que la constante c , qui a pour valeur q sin F’', 
devient 

c = a sin V cos ■.{/'. 

A un autre point M de la plus courte distance, pour lequel 4>'t 
SC change en et F' en F, on aurait de même 

c = a sin f'" cos ; 

ciinn au point yf où l’azimuth de y^M' est supposé de ioo‘', on 
aurait, en désignant par t ce que devient ^j/', 

c=:a co s t ; 

donc il résulte de ces trois valeurs , la relation 

cos f = sin F cos — sin F' cos 4/' (4). 


Maintenant si l’on substitue dans les formules (3) , pour r , ^ et e 
leurs valeurs respectives b sin ^}/', a cos -4' et a cos t, on aura, parce 
que augmente quand 4’' diminue , 


co«r.(f4-' /(p* sin*4'~f"^* 


^ a cos y 

ds = — dA'cos4' y/- 


p*sin’4 + 0 * cos*V)J 

(cos*4' — cosY) f 
O* sin’4.' COlT4,')f ' 

( C0S*4' — COj’ t ) J 


Il est rcmarqu.vble que la variable 4' se déduit immédiatement de 
la latitude V du point M' ; car à cause de TM = a cos 4 ' et de 
CT = b sin 4's on a , pour la sounormale TO de ce point , 

TO = sin 4' = ^‘.sin 4 ', 

et de là 

ou tangX =j tang4'; 
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donc réciproquement 

Ung4' = 5 UngX'. 


M. Legendre appelle -4' la latitude réduite da point M' , parceqne 
aur le spbe'roïde aplati , elle est en géne'ral moindre que la latitude 
vraie X'. Mais l'on sait (n* 34, Géodésie'^ qu’il est commode et 
exact dans la pratique , d’evaluer X' — 4/' à l'aide de la sérié 


OU de celle-ci 

X'— 4 ,'=^^*) sin >4''+^ (^) sin G4-'-!-. . , . ^ 

scion que X' ou 4^ est connue. ' 

11 est évident que l'on aura aussi entre / et f la relation 


puisque , d’après la définition ci-dessus , t est la latitude réduite du 
point ji dont la latitude vraie est l. 


aS. Considérons maintenant deux triangles sphériques pma, pm'a, Fis. 
correspondant aux triangles sphériques PMA , PM' A ; et supposons 
que les azimuths P", P' soient les mêmes de part et d'autre, mais 
que les latitudes des points a, m, m' soient f, 4 et 4*5 enfin repré- 
sentons respectivement par m et ^ les arcs am et mm‘. Cela posé , on 
aura, par la propriété des triangles sphériques rectangles , les rela- 
tions suivantes ; > 

sin 4 * = sin f cos 

sin 4 = sin f cos f» > (5). 

sin t sin p. == cos P cos 4 1 f 

En eifet , les deux premières résultent de ce que , dans un tel 
triangle , le cosinus de l'hypoténuse est égal au produit des 
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cosinus des deux aulrcs cités; et la troisième s’obtient ainsi qu’il 
suit : 

De l'équatiou (/|) , qui est cos ï =: Bm F cos 4> l’on tire 
' . siii'/'= I — sia*^ cos*4> , 

'et la seconde relation ci-dessus donnant cos il vient 


sin = 


aaT * 


introduisant ici la valcnr de sin*r, on trouve 

. COI* ^roi J, 

siQ a = ^ — J 

^ £111 r ' 

donc 

sin f sin /i =: cos cos •>}/. 

Ces diverses relations sont d’un merveilleux secours pour la solu- 
tion du problème proposé. D’abord si dans les équations {b'), qui 
font voir que ■4'' est compris entre -j- et — t, on fait, par cette 
raison , 

sin ^j/' = sin t cos x , 

d’ob il suit que x = ;* -H Ç , elles deviendront par la substitution 
de cette valeur, et en faisant de plus a* = ( i -f- s), 

, b CO» t .du. V I 4-tsin*f coa*ii ) 

fl ( 1 — «in*/' co»*x ) y (cQ ; 
ds = bdt, \/i f siu’f cos'x) 


mais puisque x = -t- $ , on a, en regardant /s comme consUnt, 

dx = d^i 


de plus, si l'on faites 7 , 


on aura 



et a pourra être considrée comme une quantité très-petite du même 
ordre que i ; parlant 

d7=zdl V» -t-‘ cos*(/u-l- $). 
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Or pour n’admettre dans la valeur de <r que des termes du troisième 
ordre , il suffira de prendre 

cos ( /X + Ç ) = cos ^ iia fi. 

cos‘(ft + g) = cos> — aÇ sin fi cos fi 
cos* ( fi + ^) = coi* fi; 

et comme le développement de 1 équation precedente est 


d7z=d^[i + i «sin'Z' cos‘(/x+Ç) — li‘sia*t cos'(/t + ?)]. 


O» a , en intégrant entre les limites w et tn'y et remarquant que 
la constante est nulle , vu que <r et Ç s évanouissent en meme 
tems, 

0 - = K 1 4 -i s sin’tcos'fi— i t‘sin< H cos* fi) — i (« sin*/' cos fi siafi) ; 


ensuite si l’on a égard aux deux dernières relations (5^ , il vient 
tr=:Ç(i 4 -i£sin*. 4 ,— J«’sin^4)— Il’ecos ^ sin cos 4< ^ 
et réciproquement , par le retour des séries , 

Ç = (T ( i — ; esiu‘4- + i‘*6iû‘4)+i cos F sin4- cos4'- • - (O» 
d'où 

Ç* = o-*(i — ssiu*4-), = ir’. 

Actuellement, il s'agit d'obtenir le développement de la latitude 4' 
en fonction de >(/ et des puissances de l'arc ÿ , sur une sphère dont 
le raj on est i : or , à cet égard , le théorème de Taylor donne 

+'=++©« +ï (vf) 1 '+^ (¥) +••■■■ ■ 


cl le triangle sphérique pnan' offrant les relations suivantes, 

coti (44-4') = *1^ tang i Ç 

sin Z"' sin Ç = ens 4' S'u (a' — «) 

sin 4 = cos Ç sin 4' -f- f cos 4' cos F' 

il sera facile d'en déduire les valeurs des coefliciens différentiels des 


•( 6 ), 
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différeiw ordres , rapportées au point oùÇ = o; {Voyez d'ailleurs 
le n“ 5 de la Topographie). Tous calculs faits, l’on trouve, rela- 
tivement à la sphère , en se bornant aux termes de l’ordre 

t • 

>«),'=4 — ^oosV — ;Ç‘sin*f^tang4-l'j cosA'(j+tang*4); 

et mettant dans cette équation , pour ^ sa. valeur précédente, l’on a , 
à l’égard du sphéroïde , 

4' = 4 — ^ f t ~ î < sin*4 -+- f «*sin^4) 

• — ; (T* sin’^tang 4 C ' — ssin'4) 

— î éo'cos’V sin 4 cos 4 
4 -iff^sin*^ cos ^ (I -I- tang*4 ) (t)- 


L'azimuth f" se détermine avec la même facilité; car suivant la 
cotation actuelle, et à cause de 

(î) 5 + K¥) «• + i-f) e +• • • . 

f t des relations (6) , on obtient d’abord 


V s= V ^ aia V tang 4 

+ sin V cos V -l-tang*4) 

I — g* sin V cot'V tang 4 ( • "1“ I •a»g*4 ) 

+ sin V tang 4 Cl **- ï ! 

puis éliminant Ç, on a, après quelques transformations faciles à 
effectuer, 

y z=i V — <f sin ^ Ung 4 C * — s ^ **“‘4 + I «*sinH ) 

^ (T* sin f' cos ^ ( i 4- lang’4 — ‘ **"g*4 ) 

-I- <r> sin» V Ung 4 ( tang*4 ) 

— 9 ^ ùa V cos* ^ tang 4 (|-i-*ang*4) (.m). 

Quant ÿ la différence en longitude ^ , elle ne peut être 
calculée aussi aisément ; voici comme l’on parvient à son ex- 
pression. 

Pour décomposer en deux parties , s’il est possible , le secopd 
membre de la première équation (c ') , soit fait 

, , di CO» f , Cd’ co!»f - 

^ I —iiu’t eos*» 0(1 — sin* f coi** ) ' 

fi 
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C étant un cocflicicnt «ju’il s’agit de déterminer ; et soient égalées 
entre clics les deux valeurs de d^' , on trouvera sur le champ 


C= — (a — i) Vi -f- é sin’f cos’x ; 

I 

ainsi le deuxième terme de la valeur hypothétique de dp' prend la 
forme suivante, 

, » Uo — * V'^l+TsinVcos"*~| . > 

— rf* cos f -r ; 

L O ( > — * co»*< ) _J 

et en multipliant haut et bas par a-\-b V^i -1-4 sin*f CQS'x, puis se 
rappelant que a'— b'=^b‘t, on a 

bu C05 1 Jk _ 

a " a + b y'( i -1- I «a* t co>'x ) ' 

donc la valeur de dp' devient 

J , du CO» l b’i CO» t dt 

™ I — sin* ( CO»*» a ' a + i i -f- • no* / co»'»)’ 

Enfin prenant l’angle a»', d’après la formule 

. , Ung X 

tang a» =: — ^ 

O cos c 

donnée par la propriété du triangle sphérique rectangle pma, et faisant 

attenuon qua cause de det = : . ,Z„,j > dou da* = — _ • 

^ 1 tang*» ' I — am’fco»*» 

on a 

• , J , b'tcoff dt — /jr\ 

^ a ' B -f-i l/(i + • lin*/' co»*/)’ ’ * ' '(‘0’ — ' 

Avant d’intégrer cette équation , il convient dy £ûre encore 
subir une transformation pour la composer des seules quantités rela- 
tives au triangle MPM' : or on a, par ce qui précède. 


a=.h Vi+«, cos sin cos 4 et *^°*/*— * 


donc 


8 ' — dût' — d=.»»inrco» 4 . 

* a (i + • — i • C(I»*4) 

= </»'— î d^.t sin F " cos 4 (* — •+’? *cos‘4) » 

10 
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cl inlégratit entre les limites m et m, il Yient 

(p=cà' — « — 1 »«“ ^ cos 4 ( • — ‘+ ï « co»*4)> 

ai éunt la diflërence en longitude des méridiens /im', /im sur 

une sphère du rayon b. Mais dans ce cas ) 

»' = « + (^) ç 4- ; (ÿ) ^ (^) ?’+••• 

Ainsi déterminant la valeur des coefficiens différentiels , à l’aide des 
réladons (6) , on obtient avec un peu d’attention , 


, sin f’'tang*4 

— ïÇ CO.+ ' 


et ensuite 


— i iÇ sin cos 4 ( • — ‘ + i * co«*4) 


enfin si l’on exprime Ç en fonction de ir, l’on aura, tontes réduc- 
tions faites , 

( p'—ç} cos 4 = •■ sin ^ ( I — i s + i •*) 

»_ »• sin K «os tang 4 ( * — t+ïScos*4) 

4 sin cos‘^(3+tang*4) 

— 9 * sin’ ^ (i tang*4 ) 

Ce sont ces formules mêmes que M. Legendre’ a publiées dans 
son sAvant Mémoire sur les triangles sphéroïdiques : bien entendu 

qu’il faudra, dans toutes, faire o’ =j>', ir* = 

d’avoir en secondes, les termes où ces quantités entrent comme 
fiicteurs. On juge, à leur inspeclion , de l’influence de l’excentricite 
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de la terre sur les quantités qui en dérivent, en y mettant pour < 
sa valeur ?}» mettent k même de pouvoir ap- 

précier en outre le degré d’eraclitude des formules (B) et (C) da 
n’ 5 du Tmité de Topographie ; en&w eWes sont sous une forme 
telle , que l'on peut aisément résoudre le problème suivant. 

a6. Etant données les latitudes de deux points et leur différence en 
longitude, trouver leur plus courte distance sur le sphéroïde de révolu- 
tion , et les azimuths de cette ligne géodésigue. 

Soient pour données les latitudes vraies X, X'des points M , 3f, 
et Ap leur différence en longitude. On calculera d’abord les latitudes 

réduites 4 ®t 4' ^ l'aide des formules tang 4 = ^ A et 

tang 4'= A', et laisant ensuite les quantités connues 4'~-4=^> 

( p' — p) co$4 et> Ap cos \=h, et les inconnues a cos E" =ar', 
s sin ^ =y, les deux équations (lé) , (() seront de la forme 

A = iy — Qxéy -h Ar'*y — (m), 

h ■= psd + qf' — ray -f- sjc'* (n) , 

P,p,Q,q.... étant des coefiîciens connus. Il serait très-pénible 
de déterminer rigoureusement jd et y par l’un des procédés ordi- 
naires d’élsminaiion ; mais puisqu’il suffit d’avoir uae solution appro- 
chée jusqu’aux quantités du troisième ordre inclusivenKnt, on l’ob- 
tiendra ainsi qu’il suit. 

La valeur dey déduite de la première équation, dans laquelle eu 
peut supprimer le très-petit terme — y, est 

=^='^7+^ = K' + î 

et de là 

substituant cette valeur de y* dans l’équation (a) , ou aura un 
résultat tout en x' et x'*, et qui sera , en s’arrêtant aux termes du 
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troisième ordre , 






tirant la valeur de x', il vient pour première approximation ÿ 


, çk' 




et en e'icvant an quarré, on a 

_V a^. 

^ — p. p.^ • 

Maintenant si dans l’équation (n) l'on' introduit les valeurs de x'‘ 
et dej'’, et que l’on s’arrête toujours aux termes du troisième ordre, 
on trouvera 

h=,px ' + 3(/Q^x ' — rk‘x' + ^ — 3shk‘q , 
équation de laquelle on tirera pour seconde approximation , 

^ = — y + 3shk‘q — ( iqQ— r) k’h} 

mais 

z3 ( 1 — ] «4- J <•) P = ' — iisin*4+ îs'sin*^ 

Q = taog 4 (ï— *H"ï‘‘cos*4) y = itang4(i — >sin*4) ’ 

R = (^ + Ung*4) r = i (A4-tang‘4) 

iS = j tang*4 , ' r = fs tin 4 cos 4» 

donc ac' ou 

r. eôs f = A ( 1 4- ï * sin*4 “ f * sin<4 ) 

— i A:‘Ung4(i 4-î«4-f «*cos'4) 

— i A“É sin 4 cos 4 — s ( l 2 D 6 * 4 ~ 3 )> 

par suite ou "" . ' 

. s- sin —k( i,4-i'« — > t‘) + hh tang 4 C *'*^"3 

î) 1., — j A/l* — j A’ Ung’'4- ' ■ 
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De là il est aise de dctcrniiner l'azimuth V et la ligne géodésique 
= bff } car on a 

tang/*’='p et (r'=x''+y‘. 

Pour ce qui est de l'azimulh P*', on l’obtiendra au moyen de la rela- 
tion (4) du n* 24, qui donne 

. 7-,-; .«in C08 J, 

Sia F = TT-^î 

cos 4 

le problème est donc complètement rc'solu. 

37. L’exactitude de toutes les formules pre’cédentes étant suboi^ 
donnée à la petitesse de la ligne géodésique , M. Legendre a jugé 
convenable de publier d’autres formules dans lesquelles cette ligne 
peut être supposée aussi grande que l’on voudra. Comme j’ai déjà 
traité à cet égard le cas particulier où le triangle spbéroidique est 
rectangle ( vojez le n* 7 de ma T opographie ) , on pourra , en 
suivant l’analyse développée dans le présent chapitre , retrouver les 
formules qui conviennent au cas général ; mais l’on conçoit que 
leur applicatiou doit être exli'êmemcnt rare. L’excellent Mémoire de 
M. Legendre, inséré parmi ceux de l'Institut ( i" semestre de 180G, 
pag. i 3 o), renferme d’autres détails très-intéressans , pour lesquels 
je ne pois mieux faire que d’y renvoyer le lecteur. 

Explication d’un Tableau synoptique , dressé conformément aux 
formules que M. Delambre a données pour déterminer les coor- 
données géographiques des sommets des triangles du premier 
ordre. 

a8. Les formules que je viens de démontrer d’une manière nou- 
velle , sous plusieurs rapports , n’étarvt pas celles que les Ingénieurs- 
Géographes emploient de coutume, j’ai dû insister particulièrentent , 
dans mes Traités de Géodésie et de Topographie, sur l'us.'ige de 
formules analogues dépendantes d'une théorie moins rigoorcusc , 
mais suffisamment exactes pour les besoins ordinaires de la Géo- 
graphie. Celles de M. Delamlire qui font_^ partie de ces dernières 


^3 SUPPLÉMENT AU H' LIVRE 

ayant prévalu an Dépôt général de la Guerre , j’ai cherché k en rendre 
les applications faciles, en présentant sous la forme de tableau synop- 
tique , tous les calculs auxquels elles donnent lieu. C’est l’explication 
de ce tableau que je me propose de donner en ce moment, persuadé 
que son usage mérite quelque préférence sur la méthode de l’art. 84 
du Traite de Géodésie. 

J’ai indifféremment désigné dans ce Supplément, par X et L la 
latitude vraie d’un point quelconque du sphéroïde terrestre; ici je 
in’cn tiendrai à la seconde désignation , et je renverrai à l’art. 83 
de la Géodésie pour le surplus de la notation introduite dans 
les formules qui sont en tète du tableau synoptique formant la 
Table III. 

Pour exemples de calculs , j’ai choisi les dens premiers triangles 
qui unissent la méridienne de France avec le résean trigonomé- 
trique établi en Hollande par M. le. général Rrayenhof, et pris k 
cet effet, pour latitude L do point de départ, celle de Dunkerque 
qui est de 5 i* a' io*, 5 ; pour premier azimuth Z compté du sud k 
l’ouest , celui de Cassel sur l’horizon de Dunkerqpie , lequel, suivant 

M. Delambre , = 543 " i 3 ' 3 a', 4 - 

Les deux autres élémens primitif sont la longitude M de 
Dunkerque , et le logarithme du côté K de Dunkerque-Cassel. 
Or , le premier élément est , d’après la Connaissance des Temps , 
M = SSg* ; et le deuxième , suivant M. Delambre, est K en 
arc = a 7458 ", 6 i 5 , d’où log AT == 4,4386784. De sorte que snr 
la ligne de Dunkerque sont en leurs beux convenables log i?, L, Z 
et M-, ces trois derniers élémens y éUnt exprimés en grades. 

CALCUL DIS LATITimSS. 

Ponr calculer d’abord l’angle ^ qui est Tampbtnde du côté K ; 
au-dessous de log K = 4,4586784, on mettra le logarithme du fcc- 
tenr fourni par la Table IV de l'Instruction da Dip&t, ou par la 
Table DI du Tnùté de Géodésie. Ce logarithme répondant à la 
latitude de 56»,7 est 8,9985684 ; la somme de ces denx logarithmes 
forme celui de ? réduit en secondes centésimries. Cette somme se 


Digitized by 


DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. (fo 

porte daas la première colonne des latitudes. On cherclic ensuite le 
cosinus de Z , c’est-à-dire de 58 i®, 36 i 85 o qui est positif; ainsi le 
premier terme 36ao’,S7 de la correction de latitude est positif; cl 
notez bien que ce cosinus est le même que le sinus de 8 i°, 56 i 85 o. 

On passera ensuite au calcul du second terme ; or dans la colonne 
qui le renferme, on a pour premier logarithme, S.Sij'ioSqq , qui est 
celui de log 7 sin 1' centésimale. On double le logarithme de p que 
l’on écrit au-dessous de celui-ci ; on cherche ensuite le log sin Z 
qui est négatif, pareeque le sinus de 58 i°, 56 i 85 o est situé au-dessous 
du diamètre : ce sinus n'est autre que le cosinus de 8 i°,S 6 i 85 o. On 
écrit donc deux fois de suite —9,4605007. En6n l’on cherche le 
log tang(Z,=ï56“,7o695), et la somme 9,7823776 doit être aflectcc 
du signe -I-, puisque le produit de deux quantités affectées du même 
signe est positif. Le deuxième terme o*,6i est donc encore positif. 
La somme faite de celui-ci et du premier est 26ao',98, comme on le 
voit dans la première colonne ; c’est ce qui compose la correction 
dL , pareeque cette somme serait la seule correction de latitude , si 
la terre était sphérique. 

Pour procéder au calcul du troisième terme renfermé dans la 
troisième colonne , et qui dépend uniquement de l’excentricité e 
de la terre , on cherchera la valeur du terme e'cos'L dans la pre- 
mière partie de la Table VU de Y Instruction du Dépôt , ou VI de 
la Géodésie; l'on trouvera qu’à la latitude L = 56°,7 , ce terme 
répond an nombre 0,0033578 qui doit toujours être considéré comme 
positif. Ensuite on cherchera dans la deuxième partie de la même 
Table , le second terme de la correction d'excentricité. Voici à 
quoi il faut fûre attention. D'abord l’argument principal est la lati- 
tude L — 56 ° , et le second argument est la valeur de dL obtenue 
ci-dessus. Ce second argument se trouve dans l'une des cases qui 
contiennent 1000', aooo', 3 ooo*. . . .9000*; de sorte que cette seconde 
partie de la Table est à double entrée. Dans le cas actuel, on 
cherche le nombre qui répond à la fois à 56 ° et à 36ao',98 , ou 
plutôt à 3 ooo', pareeque cette approximation est suffisante; on a 
donc le nombre 0,0000207 , et ce second terme est toujours de 
même signe que dL ; il est donc dans ce cas positif. L'un et l'antre 
additionnés , donnent pour somme o,ooa 3’'85 ; et notez bien 


SÜPPLIÔMENT AU II* LU^RE 

encore que par le mot somme , on entend la re'union des nom- 
bres , en ayant egard à leurs signes , comme dans la rcductlun 
algébrique. 

Au logarithme du nombre o,ooa 5785 qui est yjSyéîoSa , puis- 
que ce nombre est fractionnaire , on ajoute le logarithme de 
<!L = 3 , 4 >84638 que l'on afl'ectc toujours du signe de dL. Ce loga- 
rithme est donc maintenant positif. 11 résulte de là que la correc- 
tion est positive et de 6 *, a 3 . Cette correction s’ajoute 

avec son signe à la valeur de dL ; et l’on voit , par le tableau , 
que la somme des deux corrections est elle-même positive et de 

En6u l’on porte cette somme dans la quatrième colonne , où on 
l'écrit toujours avec un signe contraire : on a parconséquent dans 
cet exemple, —0,26373. Somme faite (en ayant toutefois égard aux 
signes) , on a définitivement pour la latitude vraie L de Mont- 
Cassel , 56 ® , 444 25. 

On voit dans la troisième colonne des latitudes et dans le dernier 
exemple, un cas où le second terme de la correction d'aplatissement 
est négatif, pareequer/Ase trouve négative ; ce terme est — 0,000006g, 
et répond à dL = — io 56*,68 ; mais dans l’usage de la seconde partie 
de la Table VIT, on a supposé simplement dL— — 1000', par la 
raison exposée plus haut. 

CALCUL DXS AZIMUTUS. 

La première colonne comprend le premier terme de la correction : 
on y voit le logarithme 9,4603007 affecté du signe — , ce qui doit 
être en effet , puisque c’est le même qui a été employé dans le 
calcul de la latitude : les deux autres sont essentiellement positifs ; 
ainsi, à cause que les signes sont en nombre impair, le premier 
tei-me dont ils’agit est négatif ct = — 968*.45i. 

La deuxième colonne est consacrée au calcul du deuxième terme 
de la correction ; on y voit pour premier logarithme 3,8950899 qui 
est le log const ; sin i* déjà employé dans le calcul de la latitude. 
4»suitc vieqt le logarithme dc^*, également employé dans ce calcul; 

ainsi 
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ainsi tpie ceux de sin L et de cos L. Somme faite de ces quatre 
logaritlimcs , on a pour deuxième terme de la correction, — i', 6 a 5 , 
vu que les signes — sont en nombre impair. Les deux termes étant 
ajoutés ensemble comme les quantités algébriques , on a pour résultat 
— 970*, 076; c'est la correction totale que l'on porte toujours avec un 
signe contraire dans la troisième colonne , ainsi qu’on le voit. Enfin 
faisant une somme des nombres renfermés dans cette dernière, on 
a pour l’azimuth Z' de Dunkerque sur l'borizon de Mont-Cassel, 
i 8 i», 458858 . 

CALCUL DIS LONCITUDIS. 

La première colonne comprend toute la correction de longitude.' 
Dans le premier exemple, le second logarithme 9,4^^°^? affecté 
du signe — , et cela doit être d'après ce qui a été dit ci-dessus , 
puisque Z= 38 i“, 56 i 85 . Quant au troisième logarithme 0,1992610, 
il est le complément du log cos = 56 ", 444 ^ 5 ). Le terme cher- 
ché est donc — ia49’,7i ; on l’écrit tonjours avec le même signe 
dans la seconde colonne, et le résultat est 399* ,8509; c’est la lon- 
gitude de Mont-Casscl. 

11 ne faut pas oublier d’employer toujours , dans tons les calculs , 
les angles sphériques des triangles qui concourent à former les 
valeurs de Z. 

CALCUL DSS DIFFÉRINCES DE NIVEAU. 

Ce calcul est extrêmement simple , et il le devient davantage 
quand , à la formule exacte du tableau , l’on peut substituer la 
suivante , H = K tang ^ — J ) [n* 106, Géodésie ). Or cette 
Substitution est presque toujours permise dans les triangulations pri- 
maires, pareeque, quoique les hauteurs ouïes dépressions des signaux 
soient ordinairement très-petites , l'amplitude ^ de la distance K 
n’en est pas moins d’un petit nombre de minutes. Cependant il 
ne s’agira en ce moment que de la fonnule rigoureuse. 

J’observerai d’abord que l’exactitude mathématique exige dans le 
calcul des latitudes , longitudes et azimulbs , l’emploi de l’arc de 
distance entre les signaux , et que l’on introduise au contraire U 

11 


Digitized by Google 


8a SUPPLÉMENT AU II* LIVRE 

corde de cet arc dans le calcul des différences de niveau , par les 
formules de M. Delambre ; mais , vu la très-petite différence qui 
existe dans la pratique entre un arc et sa corde , on peut tout sim- 
simplement prendre l’une de ces ligues pour l'autre , et même 
Supposer , dans ce dernier calcul , que la distance À' donnée par la 
résolution des triStigles , ne diffère pas sensiblement de celle qui 
lui répond an niveau de l'un des sommets des deux signaux dont on 
cherche la différence de hauteur. 

Le signe employé dans la formule du tableau , est pour indi- 
quer que la différence cT' OO <T qui entre au dénominateur, doit 
toujours être prise positivement ; ainsi le .signe de /f qui dépend 
tiniqnement de celui du numérateur sin 7 (J" — cT) , sera positif ou 
négatif selon que l'angle <T' — <f sera lui-même positif ou négatif. 

Dans l’exemple que présente le tableau , la distance apparente au 
zénith du sommet du signal de llond.scoten, vu de Dunlcrque , est 
cT = 99''- ,9791 6; et la distance apparente au zénith du sommet du 
signal de Dunkerque, vu de Hondscoten , est tf' = loo^jioigî; de 

sorte que — - — = o‘=,o 6 i 58 , comme on le voit dans la première 

colonne des différences de niveau. A ce nombre , considéré tou- 
jours comme positif, on ajoute j ip= o“, 0793 â 4 obtenu dans la 
colonne intitulée angle ç , el la somme i4o7',i4 est la valeur de 
i ( -j-p). 

Passant à la deuxième colonne des différences de niveau , l’on 
trouve pour premier logarithme 4,70193/(3 , c’est celui de la distance 
de Dunkerque à Hondscoten; pour second lagarithme 6,984 14*~8 , 
c’est celui de sin J (J' — J );pour troisième logarithme 0,000001 1 , 
c’est le complément arithméliqnedelogcosi(/'wOer-l-?)-Lasomme 
de ces trois logarithmes répond au nombre i 5 “, 349 q"i est la valeur 
de//, ou la quantité dont le somraetdu signal de Hondscoten est plus 
élevé que celui du signal de Dunkerque. Ce nombre étant positif, 
on récrit avec le signe -f- dans l’avant-dernière colonne du tableau; 
et comme le sommet du signal de Dunkerque est élevé au-dessus 
de l’Océan , de , il s’ensuit que le sommet du signal de 

Hondscoten est à 8a",9aa au-dessus de, ce niveau; ainsi..; 

N' î= Sa'jgaa. 
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Pour former les caJcuU de la dernière colonne , c’est-à-dire , pour 
avoir les hauteurs des sols au-dessus du niveau de la mer , il ne ^'agi- 
rait que 'de rcfranclicr les hauteurs des signaux des valeurs de If'; 
ce qui est évident. 

11 faut bien faire attention que les valeurs deefet données ci- 
dessus , sont les distances au aéuitb observées et réduites aux som- 
mets des signaux (n* 36, Topographie). 

ag. Maintenant , pour faire voir pourquoi j'ai introduit le signe Co 
dans la formule qui donne la différence de niveau par deux obser- 
tlons réciproques et simultanées, ou du moins faites dans deux cir- 
constances semblables, je vais démontrer cette formule pour les 
deux cas qui se présentent dans la pratique. 

Soit J ' la distance apparente au zénith du point B , observée de 
la station >/, et J' la distance apparente au zénith du point A , 
observée de B (Gg. 57, Géodésie). Soit en outre p l'angle que 
forment les deux verticales passant par et ^ et se coupant au 
point C -, H \sl difTcrcnce de niveau cherchée ; p le rayOn de la 
sphère dont la surface s'écarte le moins possible de celle d'une 
terre aux lieux d'observation (n'g. Topographie) ; r, / les ré- 
fractions dont les distances apparentes , cP se trouvent respective- 
ment affectées ; enfin D , U \es distances vraies J-l-r, r + é. 

Si l'on suppose d’abord ef < «T', le triangle rectiligne ABC don- 
nera évidemment 

sin ly '. f sin D:f + n, 

d'où 

tt /«n D— »in ZJ'X 

puisa cause de sin /? — sin U =1 cos 

. 1 » O + ^ . . e , /n + /rs . e 

ue — - — = 100' -t- I , ou de cos f — - — j = — sm ^ , on a 

iin | lin 5 ( D' — D) 2 f sin^iin i (D' — D) 
iinfaeo — V ) ” co»i(ü — C — î) ' 
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mais en géne'ral cos (or) = cos ( — x ) et sin | = ^ +••• ; 

de plus f^z=z K,, K, e'iant l'arc qui mesure la distance des stations 
dont la corde est K ; ainsi 


ff = (K,- 

K sin î 

CO» î (/y 


«in i ( D' — P) 
a4f'/ cosi ^D' — O + f) 

(P'-D) ■ 

— O + f)' 


comme je l’ai déjà démontré autrement (art. 106, Géodésie).' 
Supposons maintenant D >• />', le triangle .dBC donnera 
sla B : P :: sia zy : P -j- ff ; 

parc6nséquent 

rr /sin fy — «in 0\ , 


et par suite, en procédant comme ci-dessus, ou changeant dans le 
résultat précédent D en U , el vice versa. 


rr / ^ i'* \ gin à ^yy — yt') 

A.ini(D' — D) 
cosHO — ‘O +?)■ 

On voit donc , en comparant ces deux valeurs de H , dont l’une est 
positive cl l’autre négative, qu’il est nécessaire, pour les comprendre 
dans une seule formule, d'écrire 


A'sini (O' — D) 
cmi(ty~<jo D — çŸ 


OU bien 


Zf = 


A-«inl(r— 4) 

CO» i d e)’ 


car la réfraction ne modifie en rien ce résultat. En effet, toute petite 
portion de trajectoire décrite par un rayon de lumière qui traverse les 
couches inférieures de l’atmosphère, se confond sensiblement avec 
son cercle osculaleur : or dans ce cas , les tangentes menées par le» 
extrémités de celte trajectoire, forment avec la corde joignant les 
points de contact, des angles égaux qui sont précisément ceux de 
réfraction ; donc dans les observations réciproques et simultanées, 
la différence J' — tf des distances apparentes au zénith de deux 
objets terrestres peu élevés au-dessus de l’horizon, est égale à la 
différence ZX— D des distances vraies. 


/ 
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Quand on n’a qu’une seule observation de distance an ze’nith , la 
formule précédente n’est plus propre à faire connaître les différences 
de niveau. Soit J' l’unique distance apparente au zénith observée , 
et supposons pour un moment que la réfraction soit nulle ; le 
triangle yJ/iC donnera , en conservant d'ailleurs la notation em- 
ployée ci-dessus, 


d’où 


et par suite 


sin «T : P -|- /f :: sin (jT— ?) : p, 

r. , / .’in — » in (/— ») \ 

P Iv »ia (/^f) )’ 


A A 

C08 ( /* ^ ) C09 «ÎD (^— ç ) sin ^ 

élfl (<f ç) 

= ap sin I ^cot ( sT — p) ‘■'Os | — siu ; 


II = sp sin - 


développant le second membre de cette équation , et ordonnant par 
rapport aux puissances de l'angle p , on aura , en s’arrêtant aux 
termes du second ordre, 

H — pp (cot <f-f-tang^ ) — ^ 

= PP cot «f -J- ^ = A", cot cT-f-^. 

Telle serait la hauteur AchercLéc , si les rayons de lumière n'éprou- 
vaient aucune réfraction ; mais , dans les cas ordinaires , les 
densités des couches de l'aUnosphcre vont en diminuant de bas en 
haut, et pour lors les objets paraissent plus élevés qu'ils ne le sont 
cfTeclivcmcnt; la valeur de // , que l'on vient de trouver , est donc 
trop grande d’une quantité AII due à la réfraction. Or, pour de 
très-petites hauteurs , cette réfraction est proportionnelle à l’arc p , 
c’est-à-dire que r = n?>( art. io3, Géodésie') ; ainsi de la propriété 
du petit triangle formé par la trajectoire, la corde yiB de cette 
trajectoire et la hauteur All opposée à l’angle r, et de ce que 

, l'on tire à très-peu près , 


AH=zpp‘.~r^ 





n 

jiiü*/ ' 
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parlant J 7 — , oa simplement 

(x — cot/. 

ttf \ Ha'f/ 

n est aisë de s'assurer de l’identité de cette formule avec celle que 
M. Laplace a donnc'e dans sa Mécanique Céleste (tome IV, p. 279) : 
il ne l’est pas moins de voir quelle a la même exactitude que la sui- 
vante, 

^=A col(j'-f-r — f) 

= A cot^/+2^^ ip), 

démontrée à l’art. 106 de la Géodésie , et que l’on a coutume d'em- 
ployer. 

Lorsque la valeur du coeflficicnt n de la réfraction ne peut se 
déduire d’aucune observation directe , biiteà l'époque où les distances 
au ténilh ont été prises , on la suppose ordinairement de -f- 0,08. 
Dans le cas d'une réfraction extraordinaire, n peut cire négatif ; 
mais il n’y a que l’observation qui puisse véritablement faire con- 
naître ce coefficient et le Signe dont il doit être affecté (art. io 5 , 
Géodésie'). 

Le Savant illustre auquel on est redevable d'une théorie complette 
des réfractions atmosphériques, a donné en outre des formules pour 
calculer de grandes ditTércnccs de niveau , ainsi que Ic^ hauteurs des 
montagnes très-élevées au-dessus de la mer ; ce sont celles que j'ai 
rapportées aux pages 3 i 5 et 33 de mes Traités de Géodésie et de 
Topographie y et Sur l'application desquelles je crois n’avoir laissé 
rien à desirer. La réfraction terrestre présente, dans differens étals 
de l'atmosphère , des phénomènes très-singuliers et dignes de toute 
l’attention des Physiciens-Géomètres. Voyez è ce sujet un ouvrage 
que M. Biot vient de publier , lequel a pour titre : Recherches sur 
les Réjractions extraordinaires qui ont lieu près de l’horizon. 
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Formules pour évaluer V effet que produit sur la latitude et la longitude 
des points fondamentaux dune carie , une très-petite v(friation dans 
razimuih de départ. 


5o. La nicthode du n* io de ma Topographie a seulement rap- 
port aux petites variations dans les distances d'un point à la méri- 
dienne et à sa perpendiculaire : ici je me propose de résoudre le 
problème plus généralement. En supposant donc que les latitudes et 
longitudes de tous les points principaux d'uu réseau trigonomé— 
trique aient été calculées à l'aide d'un azimuth provisoire , il s’agit 
de faire à ces latitudes et longitudes les corrections dues à l’erreur 
commise sur cet azimulli , sans recourir pour cela aux formules 
précédentes, ni à d'autres qui rempliraient le même olijet. 

Comme les distances entre les points Irigonomélriques sont 
censées avoir «la dalemiinécs exaelcnicnt , la nouvelle orieiila- 
tion s'ed'eclue sui’-le-champ en faisant tourner tout le réseau aulnur 
du point où l'on a observé l'azimutb , d'une quantité angulaire égale 
à la différence de r.aziinutli vrai à Taziinuth approché. En efl'el , 
soit d le lieu de l'observation , JS un sommet quelconque de triangle, pig. 
et C le pôle de la terre que l'on peut supposer sphérique dans cette 
circonstance. Si, en vertu de la variation observée dans Wn^eJidC, 
le point D doit être transporté en I¥ : tout autre point b lié invaria- 
blement au premier sera , par suite du mouvement commun autour 
de , transporté en b'\ et l’angle bAb', qui est égal à BAff, sera la 
variation d’azimuth , variation que je supposerai de quelques secondes 
seulement. I a question , envisagée sous ce point de vue , est donc 
ramenée à chercher les équations différentielles d’un triangle sphé- 
rique , dans lequel un angle est variable et les deux côtés qui le 
comprennent sont constans. 

Soit ABC ce triangle, et a, i, c les côtés opposés aux angles de 
mêmes dénominations; on aura, d’après les propriétés connues des 
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triangles sphe'riques , 

cos a = cos b cos c -P sin i sin c cos À (i),' 


cos c = cos a cos b -j- ein a sin b cos C ( 2 ), 

sia ^ sia c = sin a sin C (3). 


Si l'on difTerencie les deux premières équations, en faisant varier 
jf , a et C , et regardant c vXb comme couslans, on aura 

sin ada — sin h sin c sin AâA , 

O = — cos b sin ada -f- sin i cos C cos ada — sin a sin b sin CdC ; 
mais de la troisième équation l’on tire sin c = ° ; mettant 

celte valeur dans la première équation differenlicllc, on obtient 

da =s sin b sin CdA (m) , 

et introduisant cette valeur dans la seconde, on a 

dCz= — cos b (1 —col a tang b cos C) dA . . .(»). 

Soit maintenant L la latitude vraie du point A , L' la latitude ap< 
prochée du point B, Z Pazimuth approchée du côté BA observé sur 
l’horizon de ^ , et compté du sud à l’ouest , depuis o jusqu'à 4oo" > 
enGn P' la diilcrence approchée des longitudes des points A qI B-, 
les formules de correction (/n) et (n) seront respectivement 

dL' = cos L sin P'dZ (ni) 

dP = sin L(i — tang L coti cos P) dZ («'), 

puisqu’à la seule inspection de la figure, on voit que — dL', 
dA — — dZ et dC=zdP. 

U résulte de là que 

latitude vraie du point B s= L' dU, 
différence de longitude des points ^ et 5 =;/*' + dP . 

L'emploi de ces formules n'est sujet à aucune difficulté; j’observerai 

seulement 
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feulement que la variation d'azimutli dZ doit être prise avec son 
aigue (♦) , et «pie Z doit ici se compter du sud à l'est : ce serait 
le coutrairc s'il s'agissait du point b. 


(*) Je me permettrai en ce moment une digression utile, laquelle a pour objet 
de procurer une formule plus exacte que celle de l'art, lai du Traité Se Cfodésie, 
pour calculer l'instant précis du passage du soleil au méridien par les hauteurs 
correspondantes ^ parce que j'ai supposé tacitement que les réfractions i hauteurs 
égales , pour les époques du matin et du soir , étaient elles>mèmes égales, quoique 
cela ait rarement lieu. 


Soit le zénith , C le pftle, B tt b les lieux du soleil avant et après midi. 
La dilféreotiatioo de l'équation (i) ci-dessus en y faisant tout varier , excepté b , 
donne 




sin ede 

tin a sin 6 sin C 


+da(, 


,tang a tang C tang b tin 


t)‘ 


OU, en adoptant 1 a notation de l'artlcIc cité, réduisant en secondes sexagésimales 
de tenu , faisant attention aux signes des variations et à ce que dc = dr'estla 
différence des réfractions r et / qui ont Ueu avant et après le pa.«sage au mérir 
dien , on a pour correction additive , et lorsque l’astre s'avance vers le nord, 


a 3o cos L COS O §in P 


dir 

3o 


/ tang ^ 
\ txa P 


tangD cot 


telle est Véqoation des hauteurs correspondantes , en ayant égard à U réfraction : 
appliquée aux étoiles, elle se réduit à 

^ «n Z , 

3 cos L cos V ûn P * 


vu que la variation dD* en déclinaison e^t nulle. II est aisé de s'assurer que le 
terme dépendant de d/ est positif ou négatif, selon que la réfraction est plus 
faible ou plus forte le soir que le matin. On calculera les réfractions r et / au 
moyen des observations du baromètre et du thermomètre pour la hauteur moyenne 
apparente 90 *— Z , et l'on exprimera dr” en secondes de degrés. 


Il suit de là que si m est, en teius de la pendule, l'instant approché du 
passage au méridien, m + toujours l'instant exact de ce passage. 


Je n'ai pas besoin de rappeler qu'il est nécessaire de changer le signe de d/>*^ 
dans la formule ci-dessus, lorsque le soleil retnurne au sud; et d’y prendre 
tang D négativement quand sa déclinaison est australe, ainsi que cot P, si P est 
plus grand qu'un quadrant. 
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CHAPITRE V. 

Construction des Cartes réduites ^ en ayant égard à 
l'aplatissement de la terre. 

Formules pour calculer les Latitudes croissantes. 

5i. Il est peu d'auteurs d’Hydrographie qui , en trailant de la 
construction des cartes réduites , n' aient pas considère la terre comme 
un ellipsoïde de révolution , et tenu compte de son aplatissement. 
En effet, cela est indispensable lorsqu’on desIre mettre beaucoup 
d’exactitude dans les divers problèmes de Navigation. Les obser- 
vations suivantes, eu sa ratlacbant naturellement à ce qui précède, 
complètent en même temps la théorie du n” 44 Traité de Topo- 
graphie qui peut. intéresser quelques lecteurs. 

J’ai déjà observé , dans cet ouvrage, qu’un vaisseau suivant le 
même rumh de vent , décrirait sur la surface des mers une courbe à 
double courbure dont la principale propriété serait de couper sons 
le même angle , chaque méridien qu'elle traverserait. C’est à celte 
ligne que l’on a donné le nom de loxodromie ou de course oblique. 
Ainsi une ligne loxodromique, qui fait un angle oblique avec un 
méridien , est une sorte de spirale qui s’approche sans cesse 
de l’un des pèles, sans jamais l’atteindre. En effet, s'il était pos- 
sible qu’une telle ligne passât par le pôle , il faudrait qu’elle fit à la 
fois à ce point le même angle avec tous les méridiens, ce qui est 
impossible : le pôle est donc un point asymptote à l’égard de la ligne 
dont il s’agit. 

L'espece de projection qui est la plus propre à faciliter la réduc- 
tion des routes , est celle admise pour la construction des cartes 
réduites. Sur ces cartes, dont ou attribue l'invention àMcrcator , 
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les méridiens et les parallèles étant des lignes droites perpendicn- 
laircs entre elles comme sur le globe, il en résulte que la projec- 
tion d'une loxodromie est une ligne droite qui jouit aussi évidem- 
ment de la propriété de faire le même angle avec les méridiens. 
De plus, les intervalles qui séparent les parallèles y croissent à 
mesure que leur latitude augmente , et de telle sorte que, quoique 
les grades des parallèles aient constamment la même longueur, les 
grades des méridiens et ceux des parallèles conservent néanmoins 
entre eux leurs rapports réels : c'est pour cette raison que les cartes 
réduites se nomment aussi cartes par Luitudes croissantes. 


Cela posé, si ds' est un élément du méridien de la carte, et ds un 
élément analogue du méridien correspondant sur la terre , et qu« 
X soit la latitude de l'extrémité de s, l'origine de cet arc elliptique 
étant à l'équateur ; on aura , en désignant d'ailleurs par f le rayon 
du parallèle dont X est la latitude, par a celui de l'équateur , et ea 
satisfaisant à la condition que l’on vient d'énoncer. 


ds' : dt :: a: p, 

ou (n* 7 ), 

t , . fl r I — «• ) CO* X 

ds' : -i ‘—J i : r. 

(i — «•sin'A)* (1 — e*»ia‘x)‘ 

ce qui donne 

g (!—<•) rfy 

CO» X C ^ — e**in*x)* 


Reste à intégrer celte équadon ; pour y parvenir , on remarquera 
que '^7-^ ^ *® ^®™P®**** c® c®* deux parties 

d\ d,e sin X 

— e ■ , on a 

CO»X I — C*»1Q*X ^ 


L.J coiX J 1 — e*«n*xj 

et parconséquent 

y = a Qog Ung i ( lOOO-f-X) — i elog 


il n'y a point de constante à ajouter , pareeque r' := o lorsque 
X = O, 


1 
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. On a couiome de présenter cette valeur de s" sous une forme 
plus simple. Four cet effet, soit e sin X= sinS, on aura évi- 
demment , à cause de [ ^ =*tang* j ( ioo®+ fl) , 


= logtangi(.oo^+X) 

— e log lang i (loC^ + fl) 


$ 

)_ 


mais on peut aussi la réduire en série , et cela , de plusieurs 
manières différentes; d'abord comme en général, log ) 

= ^(“+Ï-f-ï+ ) , on a , en faisant usage des logarithmes 

ordinaires, et désignant le module a, 3 oa 585 o 93 par K', 

~ a log tang J ( I oo°-f-X) — e* ^sin X-f- ^ sin’X-|- ^ sin’X- 4 -. . . 


série très-régulière , et par laquelle on voit que le premier terme 
aK' log tangi ( joo'-f-X) = aA' log cot |^ioo“ — X)estindépendant 
de l'aplatissement de la terre : ainsi pour la sphère , la latitude crois- 
sante s' exprimée en parties du rayon a pris pour unité , est égale au 
produit du module A' par le logarithme de la cotangente de la moitié 
du complément de la latitude X. 


D’un autre c6té,' il résulte du n* i8, que 

/ ' .. , .Z' cai y.d\ 

(i — e’tia* X)”* ^’*^”^jiq-nco«aX 


.(i-m)|~ sinX — gni5in5X-f-im*sin5x~| 
-m* sin 7X4- . . 


J 


mais 


ij siûX — gmsîn 

L 

,/l+n\* , . a' — i* a ai a (a — i) 

» 

donc 

s'ss fl ^A' log tang^ ( I oo't|-X) — aai^sin X— g m sin 5X4- g m'sin 5X„ 
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Dans ces formules , s' est donne eu mêmes unîtes que le rayon « 
de l'équateur; on l’aura en minutes centésimales ou en centigrades, 

en mettant *°^° — Jf au Heu de a ; ainsi en s'arrètantf dans la pre- 
mière série au terme en e*, ce q>ii est toujours suflisant , ifu 
la petitesse des termes ultérieurs , et en réduisaut en minutes , 
on a 

log tang ^ 5 o“= + è. — ^ siu’X. . . 

Pour exemple, soit X = 48°, on aura 

tang + = t«n§ 74 “» ®* ^®S *®"S 74°= 0 , 3637745 . 


Premier terme. 

log = 0,5622157 
log 0,5637743 = 9,56o83ai 
log R = 3,8o388oi 

log i^terme = 5,7269279 
I" terme 5532',464 


Deuxième terme. 

log sin 48® = 9 , 8354 o 33 
log e* = 7,7766329 — 
logir = 3 , 8 o 588 oi 

log 2* terme = i, 4 i 59 i 65 — 
2* terme — a 6 ',o 565 . 


Troisième terme. 


logsIu’X = 9,5o6ai 
log = 5,55327 
log R = 3,8 o 388 
compl. log 3 = 9,52288 

log 3* terme — 8,38624 — 

5* terme — o',0243. 


Rccap iudation . 


1" terme 

2* terme o°,26o565 
3 * terme o, 000243 


53 °, 32464 u 

I — 0 , 260808 


s' s= 53°,o65852. 
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Ainsi lorsque la latitude simple est de la latitude croissante 
= 55°,o65è3a : c’est aussi ce que l'on trouverait si on employait 
l'expression finie de s'. Quand on formera une table , on abrégera 
beaucoup les calculs en foisant dans chaque terme une somme des 
logarithmes constans. 

Si l’on se sert à cet cfiet de la seconde formule précédente , 
on aura en minutes centésimales , et en faisant usage des tables 
ordinaires , 

f'=i4658',7U981ogtang ^5o«-f-^ — SS'jiaogsinX-J-o'jOigoSsin 3X, 

et en minutes sexagésimales , 

x'= 79 1 5',7©4468 log t>“g(45*+^ x)— ao',585a sin X-f-o,o i oa sin 3X, 

l’aplatissement « de la terre étant toujonrs supposé de 

M. Delambre en publiant ce dernier résultat dans la Connais- 
sance des Temps pour l’an Xlll ( i8o5) , a douné on outre cette 
nouvelle formule , 

s'=a log tang ( ioo<>+ « ); 


et supposé entre » et X la relation suivante , 

b* 

de laquelle on tire 




F>S' 3. Or il n’est pas difficile de s’assurer que et est l’angle formé par le 
rayon de l'équateur et le rayon de la terre aboutissant au point dont 
la latitude vraie est X , et que la normale à ce point fait avec ce 
dernier rayon un angle v égal à X — a» i ainsi 


a* = X — - r. 
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Donc en diminuant la latitude vraie d'une quantité égale à l'angle 
de la verticale avec le rajon , le calcul des latitudes croissantes , 
dans le sphéro'idc de révolution , se peut faire comme dans la sphère. 
Mais voyons si cette nouvelle formule, mise ainsi sous forme Haie , 
est réellement rigouretise. 

L'équation différentielle 

, , n(i — d>, 

“coTa(i — e*«in*A ) 'o*'co«A(i — 

devient , en vertu de la relation précédente , 


Js' = fl Q 
de plus, à cause de 

cos ai = 


du 

col e cof » 


CûS A 

( 1 — e*«u*A) J’ 


Ÿ I + laiig'j 


(. +Jtang'A) 


et de 


tang’A 


, 4* tan^*A 


1 _e‘sin‘A = J - e* 


on a , en introduisant ces valeurs dans celle de ds', et faisant atten- 
tion que cos A= ' 


<L'= a 


y' I + tang*A 

» 

(' '*"6*'' ) ( 1 I 


équation qui , à cause que - ne diÛère pas beaucoup de l'unité , 
pent se réduire h 


tfs' = fl. 


et qui donne , en intégrant , 


s a log tang ^ ( ioo«+«) = fl log tang lOO'^-f-A — *')• 
Cette formule n’est donc qu’approximative j néanmoins clic est une 


çfi SUPPLÉMENT AU II* LIVRE 

des plus simples qui aient c'té proposées jusqu’à présent , pour 
calculer les latitudes croissantes sur le sphéroïde. Il serait pourtant 
possible de trouver un angle v tel que l'on eût exactement 

a'=ï a log tangi(ioo= + X — v'); 

mais alors cet angle n’aurait plus la même signification qnc p , et 
sa valeur se déduirait d'une équation peu commode pour le calcul 
numérique , comme il est facile de s’en assurer , en comparant cette 
valeur de s avec cette autre 


r'=a|^log tang ^ ( 100+ ^) — elog lang^ ( 100 + fl)j] 

obtenue plus haut. Tout bien considéré, les séries précédentes qui 
donnent les latitudes croissantes en fonctions de la latitude vraie , 
sont encore préférables dans la pratique ; et elles sont tellement con- 
vergentes que l’on peut presque toujours borner l’approximatioa 
eux premiers termes dépendans de l'aberration de sphéricité. 

Si au lien d’intégrer la valeur ci-dessus de ds' entre les limites 
O et X , on l’intégrait entre les limites X et X', on aurait , en sup- 
posant X' X , désignant par C la valeur de s', et faisant usage de 
la notation abrégée du n* lO, 


r==R'|~A-log;.|=|g±^J-4«^siniçcosl*-*^ 


U 

l 


,1 , • î> ^ î> ^ 

cos-< 


s-^\ 


3 a. Voici maintenant la manière de construire les cartes ré- 
duites , lorsqu’on a calculé un nombre suffisant de parties mé- 
ridionales , c’est-à-dire de parties du méridien principal de la 
carte. 

Fig IR Supposons que cette carte s'étende depuis le 50'*““ jusqu’au 6o^* 
grade de latitude, et soit comprise entre deux méridiens dont la dilTé^ 
rencc de longitude= 8 o° ; et que l'on ait calculé les latitudes croissantes 
de 10' en 10'. On formera un rectangle dont la base divisée en huit 
parties égales, et chacune de ccUc-ci en 10 parties égales , repré- 
sentera > 
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sentcra l'étendue de la carte en longitude ou l'érliclle des grades du 
longitude. Ensuite on prendra dans U table des latitudes croissantes, 
les valeurs de 5 o^, 10'; 3o“, 20'; 5o“, 5o'. . . . jusqnes à 6 o'-; et on les 
soustraira successivement de la valeur de 3o° de latitude. Les lon- 
gueurs de ces restes étant prises sur l’échelle des grades de lon- 
gitude , ou les portera de bas en haut sur les hauteurs opposées du 
rectangle , qui sont les méridiens extrêmes de la carte , cl l’on aura 
par ce moyen la graduation des parties méridionales ; après quoi il 
sera facile de marquer, à l'aide des longitudes et latitudes connues, 
les lies, les écueils, le littoral des côtes, en un mot tout ce qui 
peut être un objet d'intérêt pour les Navigateurs. 11 est entendu que 
ces graduations seront numérotées de la même manière que sur la 
sphère; car les nombres fournis par la table des latitudes crois- 
santes, ou les valeurs de /, ne servent que pour déterminer sur la 
carte la grandeur absolue des grades de latitude. On lira donc , 
Il partir du bas de la carte et en remontant vers le nord, 5o°, 40°, 
5o', 6o*. 

Pour diviser cette carte en feuilles d’assemblage , il serait asses 
naturel d’adopter le mode du n’ 4 > en prenant toutefois l’équateur 
pour le moyen parallèle. 

Equation de la Loxodromie et conséquences qui en résultent. 

33 . n faut bien remarquer qne la distance rectiligne qui joint les 
projections de deux points du globe , n’est pas la projection de la plus 
courte distance cnrviligne deces points; elle estmême pluslongueqne 
la route que suivrait sous cette aire-de-veat, un vaisseau allant du 
premier au second point On se convaincra de cette vérité en di- 
sant attention que , d’après la théorie du n* 24 , les deux angles 
azimuthanx qu’une ligne géodésique ou de plus courte distance fait 
avec les méridiens de ses extrémités, sont toujours inégaux, tandis 
que le contraire a lieu pour la loxodromie. Le problème de trouver 
l’équation de cette ligne , n’est sujet à aucune diflicullé d’analyse ; 
car par le numéro cité, 

ds^ = dq' + q'dqi' +dl' (<i) ; 

et à cause que sin M' =: , on a pour équation différentielle do 

i3 


,j3 SUPPLÉMENT AU 11* LIVRE 

la loxodromie , 

sin'Jir ( dq' 4- q'df''-^ dl' ) = q'd^" ; 

l’angle ilf qui est Ici le rumb de vent, étant constant pour toute . 
l’étendue de cette ligne. De là on tire 

et après la substitution de cette valeur dans l’équation (a) , 1 on 
obtient 


OU encore , parcequc t = ^ sîn * 4 /', ç=a cos 4^ et a* := ^ ( 1 
on a 

W’ 

v'MnsT? m. 

Ces deux équations , qui donnent les solutions des problèmes re- 
latifs à la loxodromie , s’intégrent par les séries. Si donc l’on déve- 
loppe la quantité radicale V i ‘ sia*^' jusques à la première puis- 
sance de e seulement , et que l’on ait égard à ce que sin* = - — ; 
on trouvera d'abord 


ds 


k _ _ f- /7 J' » 


C08 ,4') t/4']. 

( I — cos’d' ) dd"! . 
CO. 4 J ’ 


et ensuite 



* = ^ J 4 '- g 4 ')+ ^ 

tangüf'j^^i *ang^5o®-+-^4”) — J 4”] 


ou 


4=tang3/'j^log tang^l5o'4-^4 ) ~ï* **** 
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Dans la premlcre cqualion (n*), la coiislantc sc ilélermine en 
remarquant qu’à l'origiuc de la ligne s, on a 4 ““ *‘60 de 4’; 
ainsi 


^ = + a4)]. 

ou, en rcprcsenlant par Ç ce que devient s lorsque t=o, et rem- 
plaçant sina|-' — sin 34 ?“'’»®^**“'“' ^ (‘4''++)s‘“ (4' — 4)« 

011 a 


formule dans laquelle ( 4' - 4) . <l"i 

gueur de la loxodromie , connaissant le mmb de vent M' , 

ainsi que les latitudes réduites des points de départ et d’arrivée. 

La constante de la seconde équaÜon (4*) se détermine par une 
considération analogue; en effet, à l’origine de s, la longitude 
devient ip , et la latitude réduite 4' change en 4 ( «* ^4) î parcon- 
së<|ucnt ou 


A^=Ung 


M ' Qlog 


tan^ (5 qs A- 4 -' ) 
tang (Son-Hî^) 


— € cos j( 4' -H') •‘ï' 4' — 4 )^’> 


mais si l'on désigne par «• ce que devient lorsque e — o, c est- 
à-dire , si l’on fait « = tang M ' log + “ ®‘“- 

plcment 

= — stangAf cos j(4’ + 4) *•“ 3 (4 4)» 


formule à l’aide de laquelle on détermine la différence de longi- 
tude des extrémités de la loxodromie , lorsque le rumb de vent 
et les latitudes réduites des extrémités de cette ligne sont connus. 


Il n’est pas de mon sujet de résoudre tons les problèmes de Navi- 
gation qui trouvent leurs solutions dans l’analyse précédente : j ai 
seulement voulu faire voir le parti que l’on pouvait tirer de la théo- 
rie du n* 34 . 
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Pj-opriélé particulière de la ligne loxodromique. 


54. Je terminerai ce chapitre en prouvant une proprictë très- 
curieuse de la loxodromie tracée sur une sphère ; c’est que sa pro- 
jection stércographique sur le plan de l'équateur ( le point de vue 
étant au pôle) est une spirale logarithmique : or cette propriété 
dérive de cette autre, savoir : Dans la projection de Ptolémée, l’angle 
de deux lignes quelconques tracées sur la sphère , ne digère point de 
sa perspective, et c’est ce dont il est facile de se rendre raison par la 
Géométrie élémentaire ; mais pour démontrer analytiquement cette 
dernière propriété , j’observerai d'abord que toute tangente à la 
sur&ce de la sphère , peut être considérée comme la commune sec- 
tion du plan tangent, de celui d'un grand cercle , et d’un autre plan 
passant par le point de vue. 

Cela posé, soit 


x‘+jr‘-i- z* = r*. . . . . .(i) 

l’équation de la sphère ; 'celles de la tangente que l’on considère 
sont , en désignant par æ^z' les coordonnées d’un point donné de 
cette ligne. 


x — x' = a(z 
j—y — b\z 



le plan d’un grand cercle assnjéti à passer par ce point aura poux- 
équation 

z-z'=^ + ^ (7-y). . . .(3). 

PareiMenent le plan passant par le point de vue et par le 

premier point xfyz', aura pour équation 

- Z* = iif (a/ - *• ) + jv {y- y) (4)- 

D’aQleurs l’éqnation aux différentielles partielles d'un plan tangent 
à une surface courbe quelconque , assujéti de même à passer par 1 » 
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point 3^jz, ëUnt 

* - *' = (I) +© (/"/)•• • -(5)» 

00 tire do la sphère (i), 



ainsi l'e'quation du plan tangent est 


z' =— |(x— *') — ^Cr— y 

Or nne combinaison bien simple des équations (a), (5); (a) , (4) ; 
(a), (5'), (en diminuant d’abord dans (4) toutes les variables d’uo 
accent) J fournit ces trois relations 

aA bB I y 
aA/ + ifV = 1 , 

«X -f- fy =. — a; 

qui expriment que la tangente proposée est dans chacun des plans 
(5) , (4) > (5') , et desquelles on tire , 


, — ■ >> J = . 


x-\-As 


dy — Bx ’ Ay—Bx" 

Mais pour simplifier les calculs sans nuire à la généralité de la 
démonstration , supposons que 1^ point donné x'fd soit le point 
de contact même, par lequel passe le plan des xz\ «bms ce cas ' 
y = O, et puisque le point de vue x^V est sur la sphère 
l’extrémité du rayon perpendiculaire au plan de projection xjr , 
on a 

x'=ys=o et 2*55 — r; 
d'où il est aisé de conclure 


ï' 

— pi 




, y+ Ax' 
° Bjf ‘ 

'■+(*’- 


XF+ÂtTjÂ~ 7~ {A + Ax') 3 i' ' 


V 


oa 
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ou encore 




T 


N= 


0+$^) ■ 


Ces deux dernières expressions peuvent être rendues indépendantes 
des coordonnées sf a' et du rayon r de la sphère ; car l’équation 
de la trace du plan (3) sur celui de xa étant z —j4x, on a 


A 


Z 



et il est clair J en outrCj que le triangle rectangle rx'z' donne 

^ = V 1 

puisque A est la tangente trigonométrique de l’angle que cette trace 
fait avec l’axe des x' ; partant 


^f=A+ 

s / 

l'équation (4) du plan projetant devient 
s + r= (A + X + C4')' 


La projection stéréographique delà tangente située dans ce plan,* 
s'obtiendra en faisant a = o dans ce résultat ; et la tangente trigo- 
ftométrique de l’angle 6 qui résulte de cette projection et de l’axe 
des X , sera évidemment 


tang 


.V \/i + A‘ 

N ~ B ‘ 


Pareillement pour une antre tangente à la sphère , menée de 
même par le point x'/z', et représentant l’intersection des plans 
z—z'=zA{x—x;)+ffiy —/) et 3-2'=.V(x-x')4-:N'Cr— /), 
on aura 


tang tr — ^ J 
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ainsi 


tang (0 — ) = 


— V'i+A- 


io:> 


Maintenant soit F l'Inclinaison des deux tangentes formant l'angle 
de deux courbes quelconques tracées sur la sphère, angle qui est 
en même temps celui des deux plans z= + s = -tfx -|- /fj , 
dans lesquels se trouvent ces tangentes ; on a , comme l'on sait , 


ou 

donc 


+ /;fi' 4 , 


cos F = 


tang ( 0 — 0')=tang/', et G — 0' 


= n 


résultat qui prouve la proposltlou énoncée, puisque 0 — &' est la 
projection stéréographique de l'angle 
Je ne parlerai point des diverses applications que l'on peut faire 
de cette méthode analytique , qui renferme le principe fondamentil 
de la perspective linéaire , pareeque l’on peut consultera ce sujet la 
deuxième édition de mon JiecueU de diverses propositions de Géo- 
métrie, page 343 , où l'on trouvera d'ailleurs une autre démonstration 
assez, simple de la propriété actuelle. 


Il me reste à prouver la première propriété énoncée , ce qui ne 
présente aucune diflicnlté ; car la spirale logarithmique coupant tous 
ses rayons vecteurs sous un même angle , et dans la projection sté- 
réographique dont il s'agit en ce moment, les méridiens étant ces 
rayons eux-mêmes , on doit naturellement inférer de là et de la pro- 
position précédente , qu’une ligne loxodromique est une telle spirale 
sur la carte. 


FIN. 


ERRATA 


Pâge 8, ligne i5, courbe. Usa courbure. 

— i8 , iquetiou (6) , au dénominateur , au lien de l’expOMut J , lisez J. 


— 07 , ligne 8 en remontant , ^ , Usa y. 

O 4 

— 34 1 I>g°e 9 > au premier dénominateur , restitua le facteur A'. 

•— 35, ligne la , effaça respectivement. 

83 , ligne 4 en remontant , au dénominateur, nn D, Usa tin ff. 
•—88, ligne IB, l'azimutb approchée. Usa razimuth approché. 


Supplément à F errata du Traité de Topographie- 

Page s5 , lignes 6 et 8 en remontant , aux immératenrs , r/. Usa 41 /. 

— 38, ligne 3 , étant proportionnelles , Usa 'étant récâproquement propor- 
tioimsües. 

Ibid. , du Traité de Géodésie^ 
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Explication 


Explication et usage de la Table I. 


1 


La première partie de cette Tabla a pour argument la latitude , et s'étend | 
depuis 3o« jusqu'à 700 , comme on le voit dans la première colonne : elle donne 
les valeurs de é qui sont les amplitudes des arcs de parallèle sur la carte , ré^ 
pondant à un grade de longitude sur le globe. Ces valeurs s'obtiennent à l’aide 
de la méthode du n* ao, et composent la deuxième colonne de la Table. La 
troisième colonne comprend les différences premières des nombres de la seconde ; 
et la quatrième colonne , les diiTérences secondes de ces mêmes nombres , ou , 
ce qui est de même» les différences des différences premières. Enfin, les signes 
de ces différences sont indiqués dans les titres de ces dernières colonnes. 

Au mojen des valeurs de A0 et , on a formé la deuxième partie de la 
Table , en s'imposant la condition d’interpoler de décigrades en décigrades , 
c’est-à^*dire de calculer les valeurs de I pour 3o«, 1 » 3o«,9 , 3o^,5 de 

latitude et i« de longitude, et d'employer à cet effet des différences premières 
et secondes. Or U est démontré dans les Traités du Calcul aux Différences 

finies t que sa l'on a une suite de quantités I 9, 9« 63 liées entre elles d'une 

manière quelconque et qui répondent aux indices 0 , 1 , a , 3. . . considérés comme 

les abscisses d'une courbe ayant respectivement 9 9, 9» 9) pour ordonnées, 

et que l'on veuille perteger Ue ûrtervallee entre cee d enùèr e s l^cs en h pardos 
égales , on a , en désignant par /è , /*9 les différences premières et lecoades de 
l'ordonnée 9 , eu égard au nouvel indice t , 

/J = J AJ + ‘ 
pA*S 

OU bûa i cause de U tuppoudon de A = lo,' 


/J = — Al 
10 


9 

aoo 


A*l. 


/•«= — Al. 


100 


Arec CCI aouTellee dilFérence* premiiree et HCoade) H, sa affectoera 
l'ioterpoUtion aûui que notis l’eiueignerona bientAt. 

Remarquons d'abord que pour 1a faciliti du calcul, ou peut iorirala râleur 
d-deseos de /A ainsi qu'il suit , 

/J = i- A9 — — A*« 4- — A*J. 
lo ao aoo 


•4 



C'e»t cette formule et celle-ci, /*J =-i— A*3 , qui ont été employées pour 

lOO t » 

calculer les nombres de la deuxième partie de la Table. Par exemple , au-dessous 

du nombre 3o», on Toit Ad = o,oooa6i49 , c'est-â-dire du premier nombre j 

de la deuxième colonne de la première partie de cette Table; viennent ensuite 

les termes — ~ n'fi et 4~ fournis par le premier nombre de la colonne 

ao aoo ‘ 

des enGo les valeurs de i'î et de 1^9, 

Veut-on maintenant interpoler neuf termes entre 3oa et 3i<^ ; ce sera au 
moyen de la formule suivante , 

8to= J + i^e H- (i— I ) i 

dans laquelle i indique le rang du terme que l'on cherche. Par exemple , on 
demande la valeur de 6 correspondante à 1a latitude 3o<^,5; dans ce cas , 

1 = 5, et 

él'l = 6 ^ = o*, 678 i 1470+0® jCOoaGSaa x 5— lox o*,oooooio5 
= o®,G7g4353o. 

C'est ce que donne en effet la troisième partie de la Table , laquelle est formée 
de la manière suivante : 

Vis-à-vis la latitude 3o* m trouYeut les valeurs de I , et /*9 ; les nombres 
de la colonne des différences 1'" s'obtienpent par l'addition continuelle de la 
valeur de J*9 prise avec son signe, et du premier nombre de cette colonne; 
et une des valeurs quelconques de 9 se trouve en ajoutant à sa valeur précé- 
dente, le nombre correspondant pris dans la troisième colonne. Ce procédé se 
continue jusqu'à 3a^ inclusivement , et procure toutes les valeurs de 9 comprises 
entre celles qui répondent à et 3ae : comme par cette interpolation , l'on 
reproduit , du moins à très-peu de chose près , les valeurs de 9 correspondantes 
à 3ic et 3a<2, on est à même de juger, (>ar leur comparaison avec celles qui 
ont été calculées directement , si les termes intercalés sont exacts^ et si l'on 
peut se pennettre de négliger, comme nous l'avonsfait, UsdifiereocestroisièiDes. 
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TABLE I. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Amplitudes des arcs de parallèle sur la projection modifiée de 
Flamsiéed , pour i“ de longitude. 

Argument: Latitude. 

Lklit. 

An|;le 0 . 

-4-A0 

— A*#. 

Laiit. 

Ao,lel. 

-Al 

* 

» 

A *1 

ù 

3 o 

e 

0,6781147 

0,00*6149 

0,000705* 

6 

5o 

0 

0,7071068 

0,0000879 

0,0001796 

3 i 

0,6807396 

o,oo*5oq7 

1076 

5 t 

0,7070189 

0,000*675 

1857 

3 i 

0 , 683 1393 

o,oo* 4 o^t 

110* 

5 a 

0,7067614 

0,000453* 

1918 

33 

«, 685 G 4 i 4 

o,qoiaOiO 

, <i«» 

53 

0 , 706998 a 

•,odo645o 

1987 

34 

0,6879333 

0,00*1690 

ti 55 

54 

0,706663* 

0,0008437 

ao 58 

Î 5 

0,6901 133 

o,oo*oC 35 

1 184 

56 

0,704801^ 

0,0010496 

*i 34 

36 

0,6931768 

0,0019451 

iai 3 

56 

0,7037600 

0,001*6*9 

1*14 

h 

o,G 9 iii «9 

o,ooi 8*38 

1*45 

5 ? 


0,0014843 

*3o* 

S8 

o.SÿSgiH; 

0,0016993 

.*75 

SS 

0 , 70101*8 

0,0017148 

**94 

39 

0169764^0 

0,0015718 

i 3 io 

59 

».® 99 ^* 

0,0019539 

* 49 » 

40 

0,699315$ 

o,ooi 44 <>^ 

1343 

60 

0,6975444 

o,eo**o 3 t 

*600 

4 * 

o,70oGSG6 

o,4Mi3o65 

■ 3'9 

61 

o,695i4i3 

o,oo*463i 

>7>î 

4 » 

0,7019631 

0, 0011686 

i 4'9 

61 

»,6çp678i 

o,o<>*7344 

>837 

<3 

o,7o3f5i7 

0,0010067 

■ 456 

63 

0.6899438 

o,oo3ot8i 

><)6» 

4i 

o,7o4i584 

0,0008811 

>499 

«4 

o,6S«9»57 

o,ooSSi5o 

3ii3 

45 

0,7o5o3gS 

0,000731a 

i54* 

65 

0, 6836107 

o,oo 3 G *63 

3*67 

4 « 

0,7057707 

0,0008770 

. 58 , 

66 

0.6799*44 

0, 0039530 

3436 

47 

0, 7<jC34t7 

0, 0004188 

i 636 

67 

o,6tGu3i4 

0,0043966 

3619 

48 

49 

50 

0,7067660 

0,7070*07 

0,7071068 

0,000*54? 

0,0000861 

1G8G 

68 

69 

70 

0,67173(8 

0,6870763 

o,G6»o359 

o,oo 465 f 8 

0, 0080404 
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TABLE I 


DEUXIEME PARTIE 


Argument ; Latitude. 


Llktiiode. 


Latitude. 


Latitude. 


Latitude. 


Latitude. 


— OjOOOîStoi 
-♦■0,00000*60 


— o,ooo483o3 

+ 0 , 0000038 * 


5 

ao 

3. 

0,000*40*1] 

0,00 


o« 

5 

ac 

. 54 



















TABLE I. 

TROISIÈME PARTIE. 

Argument : Latitude. . 


I OQ diff. loailiff. 


30.0 0,67811470 4-o,oo<ne6u —0, 00000106 

1 o,G7fl38o9> *65,7 

» 0,67864609 3S4u 

3 0,67891001 o 63 o 7 

4 0,67917308 36000 

5 0,67943530 

6 0,679^1607 >599» 

7 0,67995619 35867 

8 o, 68 mi 5 o 6 

9 o,68a4;ag8 

31.0 09680739155 15573 

I 0,68098539 35467 

a 0,68134004 a536a 

3 0,68149366 35367 

4 0,68174633 aSiSs 

5 0,68199775 i5o47 

6 0,68334833 34943 

7 0,68349764 i4«3j 

' 8 0,66374601 34733 

9 0.68399333 14637 

33.0 I 0,68333960 


Latii-i Angle 4. 


I ou dif. OB diff. aBei.j 


C O 

3s, O 0,68333930 ^0, 

I 0,68348447 

3 0,68373854 

3 o,68397i5i 

4 o,6a4ai338 

5 o,6B44S4i5 

6 0,68469383 

7 O, 68493339 

8 0.66616986 

9 0,68840633 

33.0 o,68S64i5o 
I 0,68587567 
a 0,64610874 

3 0,68634071 

4 0,68657158 

5 0, 68680135 

6 o,G8to3ooi 

7 o,98t»5759 

8 o,68748f>6 

9 o,e877»90 

34.0 o,SS79357a 


00034517 ,00000110 I 
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